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1. Oklid Uzayinda Dik Koordinatlar

Bu béliimde, uzaydaki noktalar ile sirali gercel say1 tigliileri, yani;
R®=RxRxR={(a,b,c)l ab cER}

kiimesinin elemanlar1 arasinda birebir esleme kurulacak. Boylece, uzayda bir nok-
taya gercgel say1 tigliilerini karsilik getirerek, cebirin ve analizin yontemleri geometri
problemlerinin ¢oziimii igin kullanilabilir hale gelecek.

Uzayda bir 0 baglangi¢ noktasi ve bu noktadan gegen birbirini dik kesen ti¢ dogru
alalim. Say1 dogrusu olan bu eksenleri X-, Y-, Z- eksenleri olarak adlandiralim. Bu
eksenlerin yerlesimi, pozitif ve negatif gercel sayilari (uygun bir segimle) Sekil 11.1
deki gibi isaretleyelim.

Z Z

Sekil 2.1.

X-ve Y- eksenlerinin belirledikleri diizleme XY-diizlemi, X- ve Z- eksenlerinin be-
lirledikleri diizleme XZ- diizlemi ve son olarak Y- ve Z- eksenlerinin belirledikleri
diizleme YZ-diizlemidenir. Ayricabuti¢diizleme koordinat diizlemleriadi verilir.

Simdji, uzayda bir P noktasi alarak, bu noktaya gercel sayilardan olusanbir (a, b, c)
tgliistinti agagidaki sekilde karsilik getirelim. P noktasindan XY- diizlemine bir dik
cizelim ve bu dik dogrunun diizlemi kestigi nokta R olsun. XY- diizleminde R nok-
tasindan X- ve Y- eksenlerine ¢izilen paralel dogrularin, eksenleri kestigi noktalara
karsilik gelen sayilar a ve b olsun. Son olarak P noktasindan Z- eksenine dik dogru
cizelim. Bu dik dogrunun Z- ekseninin kestigi noktaya karsi gelen say1 c olsun. Boy-
lece, eldeedilena, b, cgergel sayilariyla (a, b, ¢) sirali tigliisiinti, P noktasina karsilik
getirmis oluruz (Sekil 2.1).

Kargit olarak, (a, b, ) gibi bir gergel say1 tigliistinii alalim. X- ekseninde a sayisina
karsilik gelen noktay1 ve Y- ekseninde b sayisina karsi gelen noktay: belirleyelim.
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XY- diizleminde, a noktasindan Y- eksenine ve b noktasindan X- eksenine paralel
dogru cizelim. Bu paralel dogrularin kesistikleri nokta R olsun. R noktasindan XY-
diizlemine dik olan dogruile Z- ekseninde c sayisina karsilik gelen noktadan gizilen
dik dogrulardanbir tanesi P diyecegimiz bir noktada kesisir. Buna gore (a, b, c) ger-
el say1 tigliistine uzayda bir P noktasi karsilik getirmis oluruz. Tutarliligi saglamak
icin X- ekseni tizerindeki noktalara (x, 0, 0), Y- ekseni tizerindeki noktalara (0, y, 0)
ve Z- ekseni tizerindeki noktalara (0, 0, z) tigliilerini kargilik getirelim.

Boylece, uzayin noktalari ile

R3=RxRxR={(a,b,c)la,b,cER}
kiimesinin elemanlari arasinda birebir esleme kurulmus olur. 0 baslangi¢ noktasi ve
koordinat eksenleriyle olusan sisteme dik koordinat sistemi veya kartezyen koordi-

natsistemi denir.P=(a,b,c)de a, b, ¢ sayilarina P noktasinin dik koordinatlari de-
nir.

1.1. Ornek

A=(-2,2,-3),B=(1,-2,4),C=(-2,3,1), D=(2,4,5) noktalarimi dik koordinat sis-
teminde isaretleyiniz.

Coziim
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Sekil 2.2.
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1.2. Ornek

Sekil 2.3 de verilen dikdortgenler prizmasinda koordinat eksenleri tizerinde verilen
sayilardan yararlanarak A, B, C noktalarimin koordinatlarini bulunuz.

Céziim

<V

-l - - - - - - -

Sekil 2.3.

Sekil 2.3 den gorildiigii gibi
A:(]-/_S/S) rB:(1/O/5) /C:(]-/O/O)
dir.

Dikkat edilecek olursa; XY- diizlemi tizerindeki noktalarin tigtincti bilegenleri sifir-
dir. Benzer olarak, XZ- diizlemindeki noktalarin ikinci bilegenleri, YZ- diizleminde-

ki ise noktalarin birinci bilegenleri sifirdir.

Diizlemde oldugu gibi, uzayda noktalar arasindakiiligkiler (geometrik problemler)

bunoktalarin koordinatlari yardimiyla ¢6ziilebildigini 6rnek problemlerle gorelim.

1.3. Ornek

Uzayda dik koordinatlarla verilen P = (x, y ,z) ve Q =(a, b, ¢) noktalar: ara-

sindaki uzaklig1 bulunuz.
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Coziim

Sekil 2.4 de P'QR dik tiggeninde, Pisagor teoremine gore:

IPQ'I2= IPRI2+ |QRI?
Ix-al2+ Ib-yl?
=Ix-al?2+ ly-bl2

dir. Dikkat edilirse, |PK| = |P'Q'| dir.
PQK dik ticgeninde Pisagor teoremi uygulanirsa,
IPKI2+ QK2

IPQ'I2+ |QKI2
Ix-al?2+ ly-bl2+ 1z-cl?

IPQI2

olur. Her iki tarafin karekokii alinirsa

|PQ| =+ x-a|2+|y-b|2 4| z- 2

elde edilir.

1.4. Ornek

Uzayda dik koordinatlar1A=(-2,1,5) , B=(1, 6,-2) olarak verilen noktalarin ara-
sindaki uzaklig1 bulunuz.
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Coziim

Z A

Sekil 2.5.

Bir 6nceki 6rnekte elde ettigimiz uzayda iki nokta arasindaki uzaklik

‘AB‘=M\x—a\2+‘y—b‘2+\z—c\2

formdtiliinde, verilen noktalarin koordinatlar1 yerine konulursa,

|AB|=|2-124[1-6/245-(2)|2

—V(-3)+(-5)% +(7)?

=Y 9+25+49
=V 83 birim
buluruz.
1.5. Ornek

Asagidakisekilde verilen dik prizmanin | FA | kdsegen uzunlugunu bulunuz.
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Sekil 2.6.

Coziim
Once F ve A noktalarinin koordinatlarini belirleyelim. Sekil 2.6 dan
F=(2,0,2) ve A=(0,3,0)

oldugu kolayca goriiliir. Buradan,

| FA| =/

2-0/%+0-3*+/2-0/?

=V 17 birim

olur.

1.6. Tanim

Uzayda, sabitbir noktadan sabit bir uzaklikta bulunan noktalarin geometrik yeribir
kiiredir.

1.7. Ornek
Merkezi M = (o, Yo, Zo) , yarigap: r olarak verilen kiirenin denklemini bulunuz.

Coziim

Z A

A=(X‘yYZ)

Y0 ,20

Sekil 2.7

ANADOLU UNIVERSITESI



UZAYDA DIK KOORDINATLAR

33

Kiire tizerinde herhangi bir A = (x, y, z) noktasin1 alalim (Sekil 2.7). Buna gore

I MA| =V x-x0|2+[y-yo| 2+ z-20|% =1
2

| x-x0o| 2+ y -yo|® +| z-20|? =1

bulunur.

1.8. Ornek

UzaydaM =(-1, 1, 2) noktasindan 2 birim uzaklikta bulunan noktalarin geometrik
yerini bulunuz.

Coziim
Bu geometrik yere ait A =(x, y, z) noktasini alalim.

IMA| =2den

VIx+1?+y-12+]2-2° =2
[x+ 1%+ y-12+/2-2% =4
X2+ 2x+1+y2 -2y +1+2% -4z +4 =«

X2 +y?+722 +2x-2y-4z+2=0

kiiresi elde edilir.

2. Homogen Koordinatlar

Baslangig olarak, dogruyu diizlemdeki koordinat sisteminden faydalanarak baska
bir sekilde koordinatlayalim. Bir say1 dogrusunu diizlemde X- ekseni ya da Y- ekse-
ni olarak yerlestirmistik. Bu secimler oldukga 6zeldir. Koordinatlama isini bagka se-
cimle yapalim. Ornegin diizlemde y = 1 dogrusunu ele alalim.
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Y )

1 (Xrl)

Sekil 2.8.

Buy =1 dogrusu tizerinde her noktanin koordinati (x, 1) formundadir. Gorildugi
gibi bizim ikinci koordinatimiz hep 1 olmaktadir. Orijinden gegen herhangi bir dog-
rualindigindaegerbudogru, y =1 dogrusunu (x,1) noktasinda kesiyorsabu dogru-
nun egimi % dir. Yani, bu dogru tizerindeki noktalar ile egimleri sifirdan
farkli orijinden gecen dogrular arasinda iki yonlii bir iliski vardir. Yani, y =1 dogru-
su ile egimleri sifirdan farkli, orijinden gecen dogrular karakterize etmis oluruz.
Bagkabir deyisle, y=1dogrusunu, egimleri sifirdan farkli ve orijinden gegen dogru-

lar ile koordinatlamig olduk.

Fakat bu yapilan koordinatlama iglerinin ¢ok 6nemli yetersizligi vardir. Diizlemin
farkli noktalarina karsilik getirilen dogrular kesisirler. Daha da 6tesi kurulus geregi
biitiin dogrular (0,0) baslangi¢ noktasindan gegerler. Iyi bir koordinatlama igin bu
dogrularin ikiser ikiser arakesitleri bos olmaliydi. Bunun iizerinden gelmenin bir-
¢ok yolu vardir. Bunlardan en kolay: diizlemden baslangi¢ noktasini ¢tkarmaktr.
Yani diizlem yerine baslangi¢c noktasindan delinmis diizlemle buislemleri yaparsak

koordinatlama tamamen amacina ulasir.

Ote yandan orijinden gegen bir dogru egimi ile tamamen karakterize edilir. Biz, ori-
jinden gegen egimi sifirdan farkli dogrulara nokta goziiyle bakacagimiz icin, bu
dogru tizerindeki biitlin noktalar: bir sekilde birbirleriyle denk tutmamiz gerekir.
Dikkat edilirse (x1, y1) , (X2, y2) aynt dogru tizerinde iki nokta ise x; = my; ve Xo
=my, dir. Benzer sekilde, baglangi¢ noktasindan farkli (x;, y1) , (X2, y2) noktalar
ayni dogru tizerinde degilseler, x; = ay; ve X, = ay, olacak sekilde bir a gercel
sayisibulunamaz. Buna gore, diizlemde, orijinden farkli keyfi iki noktay1 eger bir di-
gerinin gergel bir kat1 ise, bu iki noktay1 denk tutmak anlamlidir. Yani, (R?)*=R2?\
{(0,0)}, R* =R\ {0} gosterimini kullanarak

B C (RY)* X (RY)* (a,y1), (2, y2) EP < I AERT
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Oyle ki x;=2Ax2 , y1=Ay2 seklinde tanimlanan baginti bir denklik bagintisidir.
Hattabu denklik bagintisy, bizim yukaridaki insamizi vermekle kalmayip, orijinden
gecen ve egimisifir olanbirdogruyada(1, 0) elemaninin denklik sinifiile esler. Eger
bir (x, y) denklik stnifin1 [X: Y] ile gosterirsek, bu yeni denklik simiflari kiimesiy = 1
dogrusunu ve [1: 0] noktasiyla da bilinen dik koordinatlarin yetersiz kaldig1 conok-
tasini koordinatlayabiliriz.

Benzer sekilde, diizlem de homogen koordinatlarile, benzer sekilde koordinatlana-
bilir. Bununigin uzayda z =1 diizlemini g6zoniine almamiz gerekir. Yukaridaki ay-
n1 geometrik inga siirdiiriiliirse bu defa uzayda

(x1,x,x3) = (y1,y2,y3) < I AER"
vardir ki x; =Ay1, X2 =Ay2, x3 =Ays denklik bagintisina gotiiriir. Benzer sekil-
de (x,y,z) swral tglistiniin denklik sinifim1 [X : Y : Z] ile gosterirsek, z = 1
diizlemini ve bunun sonsuzdaki noktalarin1 da koordinatlamis oluruz. Eger amag
yalnizca diizlemi koordinatlamaksa sonsuzluklari tamamen gézardi edebiliriz. Bi-
linen dik koordinatlarla homojen koordinatlar arasindaki iligki

(xy)—=[X:Y:1]
ve

[X:Y:Z] = (L,l)

Z Z

seklindedir.

Ornegin y = x+1 ifadesi homojen koordinatlardan x =X | y =Y degisken degis-
tirmesi yapilirsa Z z

Y = X + Z seklini alir.

Degerlendirme Sorulari

1. Yandaki sekle gore | FC| kag birimdir? AZ
A. 4 G =(0,0.5) .
B. 5
C. V29 ?
D. 6
E. V38 o la
Y
C
~ B=(3,20)
X

ACIKOGRETIM FAKULTESI




36

UZAYDA DIK KOORDINATLAR

2. A=(1, x, 3) ve B=(1, 0, 0) noktalar: arasindaki uzaklik 5 birimdir. Buna go-
re x degeri nedir?
A0
B. 1
C. 2
D. 4
E. 6
3. Uzayda M = (1, 0, 3) noktasindan 4 birim uzaklikta bulunan noktalarin geo-

metrik yeri agagidakilerden hangisidir?

A.
B. x2+22-2x-62-6=0

C

D.

E. x2+y2+22+2x-32-6=0

4. A

>

5 H

X2 +y2+272-2x-62-6=0

X2+ y2+22-2x-62+6=0
X2+ 27z2-2x-6z+6=0

sagidakilerden hangisi homogen koordinatlarda bir dogru gosterir?
X=Y-1
X=XY+YZ

B.
C. 3X=4Y-Z
D.

E. XZ=YZ+Z7?

X2=Y

omogen koordinatlarda [2 : 1 : -1] noktast asagidaki noktalardan hangisi ile

ayn1 noktadir?

A

B
C
D
E

L [4:2:-2]

. [3:1:-1]
[3:-1:1]

C[4:-2:-2]

L [4:-2:2]

6. R3de asagida verilen noktalardan hangisi { (x, y, z) € R® | y = 22 } kiimesi-

ne aittir?

A

B
C
D
E

.(0,-1,1)

. (0,0,0)
. (1,0,1)

. (-1,0,-1)

. (0,0,1)

7. R3de asagida verilen noktalardan hangisi { (x,y,z) ER3 | x +y=1}N{(x,

y,z) ER3 | y-z=0} kiimesine aittir?
A.(1,-1,0)

B.

0,1,1)

C. (1,0,0)
D. (2,0,0)

E.

(1,1,1)
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10.

Asagida verilen kiimelerden hangilerinin tek eleman: vardir?
) {x,y,2)ER¥ | x> +y?>+22=0}

i) {(x,y,z2) ER¥ | x> +y?+22=1}

i) {(x,y,z) ER3 | x2+y2+22=-1}

A i,ii

B. ii
C. iii

D.i

E. ii,iii

Diizlemde dik koordinatlarda x = y? + 1 denklemi ile tanimlanan egrinin ho-
mogen koordinatlardaki denklemi nedir?

A. XZ=Y?

B. XZ=Y?+27?

C. XZ22=Y?+Z

D. XZ2=Y?-272

E. Z=Y2+X

P=(1,-2,3) Q=(4,3,-1) noktalar arasindaki uzaklik nedir?
A. 52
B. 3/2
C. 5/3

D. 3/3
E. 7

Degerlendirme Sorularinin Yanitlari

1.E

2.D 3.A 4.C 5.E 6.B 7.C 8.D 9.B 10. A
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