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1. Vektor Kavrami

Uzunluk, alan ve hacim gibi biiytikliiklerin yanlzca bir gercel say1 ile belirtilmeleri-
nekargin, 6zellikle fizikten gelen ivme, hiz, kuvvet gibi nicelikleri belirlemek i¢in bir
gercel say1yeterli degildir. Ikinci tiirden niceliklerin bir yonti, dogrultusu, biiytiklii-
gii ve uygulama noktasi vardir. Bu biiytikliikler i¢in yonlendirilmis dogru parcalari
kullanilir. A ve B diizlemdeikinokta olsun. Baglangi¢noktasi A veugnoktasi Bolan
AB seklinde gosterecegimiz yonlii dogru pargalarini gézoniine alalim.

B= by,b,)

A :( ay ,az)

Sekil 3.1

Diizlemde alinan iki nokta, A =(a;,a;) ve B=(b;,by) koordinatlari ile tem-
sil edilirse E yonlii dogru pargasina karsilik (bq - a;, by - ap)  sirali ikilisini
karsilik getirebiliriz. Sizinde fark edeceginiz gibi bu esleme (yonlii dogru pargala-
rindan dizleme) 1 - 1 (birebir) degildir.

Ornegin, A=(1,1) B=(0,0) ve P=(2,2) , Q=(3,3) olmak iizere AB ve
QP yonlii dogru pargalarinin her ikiside aymi siral ikili ile temsil edilirler.

Diizlemde bu V y6nlii dogru pargalar kiimesinde eger hesap yapabilmek istiyor-
sak, bu V yi 1-1 ve Orten olacak sekilde diizlemde bir koordinat sistemi ile ilin-
tilendirmeniz gerektigini farketmissinizdir. $imdi yukaridaki eslemeyi 1-1 yapa-
cak sekilde V yonlii dogru pargalar1 kiimesi tizerinde bir denklik olusturalim,
Oyleki bir denk yonlii dogru parcalar: kiimesine bir ve yanliz bir sirali ikili karsilik
gelsin. Diizlemde, R=(r1,12) , S=(s1,52) , P=(p1, p2) ve Q=(q1, q) nokta-

—

lariile, Rg ve PQ yonlii dogru pargalar: icin eger,
qi-P1=8S1-T1 V€ Qa-p2=S2-1

ise bu iki yonlii dogru parcasi denktir diyelim. Bu baginti,
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ﬁ = ﬁ (vansima)
IYQ = Ig = ﬁ = ﬁ (simetri)
I?Q>EI?S> ve I?Szﬁ:ﬁs\?i (gecisme)

ozelliklerini sagladigindan bir denklik bagintisidir. Geometrik olarak, IT) ve
RS yonlii dogru pargalarinin denk olmasi, diizlemde bunlardan birisi, digerine

paralel kaydirilarak, baslangi¢ ve bitim noktalarinin ¢akistirilmasi: anlamina gelir.

Bu denklik bagintisinin olusturdugu denklik siniflarinin herbirine diizlemde bir

vektor diyelim.

YA

A
///\
O/X
Bk

Sekil 3.2

—

(q1-p1,q2-p2) swraliikilisine PQ vektoriiniin koordinatlari denir. Diizlemde P
=(p1, p2) noktasini alalim. Sekil 3.3 de goriildiigii gibi bu noktay1 baslangi¢ nokta-
stylabirlestirecek olursak, baslangi¢noktasi 0, bitim noktas1 P olanbir yonlii dogru
pargasi elde ederiz. oP seklinde gosterecegimiz, bu yonlii dogru pargasina, P
noktasinin yer vektorii denir. Diizlemde baglangi¢ noktasi 0 olan tiim vektorler, bi-
rer yer vektorleridir. Yer vektorleri bitim noktalariyla temsil edilerek, diizlemdeki
noktalarla birebir 6rten bicimde eglenebilir. Bylece, diizlemdeki her yer vektoriine
bir nokta karsilik getirilmis olur.

Y)

Pq pl,pZ)

Sekil 3.3

Bu kurulusa gore diizleme bazen yer vektorlerinin kiimesi bazen de sirali ikililerin
kiimesi olarak bakabiliriz.
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1.1. Ornek

P=(2,-1) ve Q=(1,3) noktalar veriliyor. I?Q yonlti dogru parcasmin ko-
ordinatlarini bulunuz.

Coziim
16 =(q-p1, Q@-p2)

=(1-2,3-(-1))
—(-1,4)

1.2. Ornek

—

P=(1,2), R=(4,0) ve S=(6,2) noktalar: veriliyor. PQ ve ﬁ yonli
dogru parcalar1 ayni vektorii temsil edebilmeleri igin Q noktasini bulunuz.

Coziim
Q=(qi,q2) olsun.
PQ=(q-P1, @2-p2) =(q-(1), q2-2)
=(q+1, q2-2)
RS =(si-11, so-12) =(6-4,2-0)
=(2,2)
PQ ve RS yonlti dogru parcalarinin ayni vektorii temsil edebilmeleri igin
qu+tl1=2 ve qp-2=2
esitliklerinden,

q=1 ve qpu=4

bulunur.

7:/4Q= (a2
Pyt $=(6,2)

P=(1,2) /

R=(4,0) X

Sekil 3.4
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2. Iki Vektorun Esitligi

a =(a1,a2) ve Ez(bl ,bo)  vektorleri verilsin.

a-b <« (a1, a)=(bi,by)
a1=b1
a2=b2

seklinde tanimlanir. Yani iki vektoriin esit olmasi igin gerek ve yeter kosul bu iki
vektoriin kargilikli bilesenlerin egit olmasidir.

2.1. Ornek

a=(2, -1)  ve E =(2,k) vektorlerinin esit olmasi i¢in k ne olmalidir?
Coziim

a<b « ,-1)=02,k
k=-1

3. Iki Vektorun Toplami

Dogrultular: ayni olmayan a ve b vektorlerinin toplamu:

a +b=(a1,a2) +(bi,b) = (a1 +b1, a2 +by)
seklinde tanimlanir. Yani, iki vektoriin toplam, bu iki vektoriin karsilikli koordi-
natlarinin toplanmasiyla elde edilir. Geometrik olarak, ; . p, gibi iki vektoriin
toplamu Sekil 3.5 deki gibi paralel kenar kurali ile yorumlanabilir.

Y

I

ol
ol
1l
ol
+
o

!

Sekil 3.5

5 p yer vektorleriile 0 noktasmin belirledigi paralel kenarmn dordiincii kose-

sine ¢ diyelim. Buna gore,

a+b=c

dir. ¢ vektorii paralel kenarin késegenidir.
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Coziim
¢=a+b
:(l/_2)+(4/5)
=(1+4,-2+5)
=(5,3)
Y
b/ x 7 ©
/o/ //
0 3 // X
Sekil 3.6

Vektorlerde Toplama isleminin Ozellikleri

a,b ve ¢ diizlemde vektorler olsun.

0, sifir vektoriinii gostermek tizere asagidaki dzellikler saglanir.

1. Birlesme Ozelligi:

Her a,b, ¢ vektorleriicin, (a +b) +¢=a +(b+9)
2. Degisme Ozelligi:

- =

Her a ,b vektorleriicin, a +b=b+a
3. Birim eleman vardir.

Her a vektori igin, a +6 =6 +a=a olacak sekilde 6 vardir.
4. Ters eleman vardir.

Her a vektorii igin, a +(3) =(—Z) +a=0

olacak sekilde -a  vektori vardir.
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Bu 6zelliklerden sadece birlesme 6zelligini ispatlayip digerlerini okuyucuya bira-
kacagiz.

oV

oY

— -
C

Sekil 3.7

(a+0) +c=[(ar, ) + (b1, b))+ (c1, )
=(aj+br,a+by)+(cr, )
=(aj+bi+c,a+by+ )
=(a;+(bi+c),(ax+(by+c2))
=(a;,a) +(bi+ci, b+ )
=(ar,a)+((by,b2)+(c1,2))

—a+(b+d

4. Bir Vektorun Bir Gercgel Sayi lle Carpimi

Zz(al ,az2) vektoriiile bir k gercel sayis1 verilsin. a vektdriiniin k gerg

sayst ile carpimi
k.;:( ka1 ,kaz)

seklinde tanimlanir. Yani k. a vektorii, a vektdriiniin biitiin bilesenlerinin k il

carpilmasiyla bulunan vektordiir. Sekil 3.8'de a vektoriiniin, k=2 ve k =%
gercel sayilariyla carpimi 6rnek olarak verildi.

\y

Sekil 3.8
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k gercel sayisinin pozitif olmasi durumunda elde edilen vektoriin boyu degisir. Fa-
kat k nin negatif olmas: durumunda elde edilen vektoriin hem boyu, hem de yonii
degisir (Sekil 3.8).

4.1. Ornek

k=-2 gercel say1 ve a =(-3,1) vektorii veriliyor. k. a vektoriinii bulunu:
Coziim

k.a=-2(3,1)=(2.(-3),2.1)=(6,-2)

v
a
0

Sekil 3.9

Bir Vektoriin Bir Gergel Sayi Ile Carpiminin Ozellikleri

a ,l; diizlemde vektorler olsun. k,1 gercel sayilar olmak tizere asagidaki

ozellikler saglanir:

Bu 6zelliklerden sadece tigiincii 6zelligin hem analitik olarak hem de geometrik ola-
rak gosterecegiz. Digerlerini okuyucuya birakacagiz.
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Sekil 3.10

k(a +b) =k (a1, a0) + (b1, b2)) =K (a1 + by, ay + by )
=(k(a1+b1),k(a2+b2))=(ka1+kb2,ka2+kb2)
=(kay, kay) + (kby, kby) =k (a;,ay) +k(by,by)

=k§+k£

5. Bir Vektorun Boyu ve Birim Vektor

Diizlemde R=(r;,12) ve S=(s1,s;) noktalar verilsin. Baglangi¢ noktast R
ve bitim noktas1 S olan I?S vektoriiniin boyu diye bu iki nokta arasinda kalan
uzakliga diyecegiz. Vektoriin boyu deyimi yerine, vektdriin normu, uzunlugu, bi-

ytikltigii kelimeleri de kullanilir ve ‘ I?S‘ seklinde gosterecegimiz RS vektoriinii

boyu,

‘ I?é‘ =V(Sl - I‘1)2 +(s2 —1‘2)2
formiiliiyle verilir. Ozel olarak bir R=(1;,12) yer vektdriiniin boyu ise,
o8| A o2
dir. Boyu sifir olan bir vektore sifir vektorii denir o =(0,0) seklinde gosterilir.

\2\:0 < ;=6 dir.

5.1. Ornek

A=(2,00 B=(4,8) ise ‘ E ‘ vektoriniin uzunlugunu bulur

Coziim

AB| =v/(4-(2))* +(8-0)?
=V (4+2)7 + 64
=136 + 64
=V100 =10 birinr
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Uzunlugu 1 birim olan vektore birim vektor denir. Yani ‘;‘ =1 ise a vektdri

birim vektordiir. Eger a=0 herhangi bir vektor ise,

—

ap =

‘ =

a

)

ilebelirli ap vektdriine a yontindeki birim vektor denir

5.2. Ornek

a =(1,-3) ve b :(—i , L) vektorleri birim vektor miidiir? Eger degilse, bt
V2 V2
vektorlerle ayni yone sahip birim vektérleri bulunuz.
Coziim
a =(1 , -3) vektori igin,
lal =A/12 +(-3)% =V1+9=V10

oldugundan birim vektor degildir. a  vektorii yoniindeki birim vektor

(1,-3) =(

— —

1 .3
la] V10 0

V10 V10
dir.

B:(-L,L) vektordy,
V2 W2

‘B‘: (_LZ-;-L)Z = l+l:]
Viva) W2 2 2

oldugundan birim vektordiir.

X-ve Y- koordinat eksenleri {izerinde ve pozitif yonde, e; =(1,0) ve e>=(0, 1)
seklinde gosterilen birim vektorlerden yararlanarak diizlemde alinan herhangibir

a =(a1,a2) vektorint
a =(a1,az) =(a1 , 0) +(0 , az)
=ai(1,0)+ax(0, 1)
=ajer+aze;

seklinde tek tiirlii yazabiliriz.
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Ornegin, a =(4,-3) vektoriinii e1 ve e cinsinder

a=(4,-3)=(4,0)+(0,-3)
=4(1,0)+(-3) (0, 1)
—4e; +(-3) e

yazilabilir.

6. Iki Vektorun Dogrusal Bagimliligi

Diizlemde u ve v gibi iki vektor alalim. Eger u=Av olacak sekilde A =

sayisivarsa u ve v vektorlerine dogrusal bagimlidir denir.

—

Ornegin, a=(6 ,-4) ve v=(-3,2) vektorleriigin

=(6,-4)=-2(-3,2) =-2v
=\

cl al

s
s
\%

oldugundan u ve v vektdrleri dogrusal bagimlidir.

Sekil 3.11

Diizlemde dogrultular: ayni olan iki vektor Sekil 3.11'den goriildiigii gibi dogrusal
bagimlidir.

Simdi u=(1,3) ve v=(-5,1) vektdrleri igin
Y

u

A

Sekil 3.12

Sekil 3.12'ye dikkat edilecek olursa, bu iki vektoriin dogrultular: aym degildir.

u vektorii v vektdriiniin belli bir kat olarak yazilamaz. Iste, bu sekildeki U
ve v vektorlerine dogrusal bagimsiz vektorler denir.
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7. Bir Vektorun Dogrultu Kosinusleri

Bir vektoriin X- ve Y- eksenleriile yaptigiagilarin kosiniislerine o vektoriin dogrul-
tu kosintisleri denir.

a=(a1,a2)

0 (ar,0) X

Sekil 3.13
Herhangi a =(a1,a2) vektorini alalim. Bu vektoriin uzunlug
[2 2
r=Vaj +a,

ve koordinat eksenleriyle yaptig1 agilar sirasiyla o, olsun. Bu agilara 3
vektoriintin dogrultu agilar denir.

Sekil 3.13'den

coso =21 ve co —az
r r
olarak a nin dogrultu kosiniisleri bulunur. Buradanai =rcost , a2 =r cof

oldugundan a =(r cos, rcof) seklinde yazilir. Dogrultu kosiniislerinin kare-
lerinin toplamu ise

2 2
a; a
coso + cogf=—L +-2
1
2, 2
e Wi TS
r? r?

dir.

Ornegin  a =(-4,3) vektoriiniin dogrultu kosintisler

o= 4 -4
(-4)2+3% 5

cosP -3 3
(-4)2+32 O

dir.
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8. Uzayda Vektorler

Uzayda vektorler, diizlemde oldugu gibi tanimlanir. A =(aj, ay,asz) ve
B=(b;,bs,bsz) noktalar ile E yonli dogru parcasina kargilik
(by-a1,by-ax, b3-az) swal tglist karsilik getirilir. Bu sirali tigliiye birden

fazla yonlii dogru pargasi karsilik geldiginden, bu esleme 1-1 degildir.

Diizlemdekine benzer olarak, uzayda yonlii dogru parcalarinin olusturdugu bir kii-
mede = bagmtisi (diizlem i¢in tanimlanan bagintinin uzaya dogal aktarilis:) ta-
nimlanir. Bubaginti bir denklik bagintisi olup, bunun olusturdugu denklik siniflari-
nin herbirine uzayda bir vektor denir.

Z
A

B=(by,bz,b3

Z:(al,az,&)

Sekil 3.14

(bi-a1,by-a2-bs-a3) siralitigliisiine AB vektoriiniin koordinatlar1 denir.

8.1. Ornek

A=(,-1,0) , B=(4,2,1) , C=(0,2,3) noktalar veriliyor. AB ve CD
aymni vektorii temsil edecek sekilde D noktasini bulunuz.

Coziim
AB = CD< (4-1,2-(-1),1-0)=(d;-0,dy-2,ds-3)
3,3,1)=(d;, dy-2,ds-3)
3-d,
3=d2-2:> 5=d2
1=d3-3=> 4=d3
D=(dy,dy,ds)=(3,5,4)

Uzayda, iki vektoriin toplamu, bir vektoriin bir gergel say1 ile ¢arpima, bir vektoriin
boyu ve birim vektdriin tanimlar diizlemdekine benzediginden, bunlarla ilgili 6r-
nekler vermek yeterli olacaktir.
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8.2. Ornek

a = 2,3,-1) ,E =(-1,0,5) ve c= (0,4,-2) vektorlerinin toplamini bulunuz.

Coziim

K —a+bte=a+(b+d
=2,3,-1)+[(-1,0,5) +(0,4,-2)]
=2,3,-)+(-1+0,0+4,5+(-2))
=2,3,-1)+(1,4,3)
=2+(-1),3+4,-1+3)
=(1,7,2)

8.3. Ornek

k=-2 bir gercel say1 ve a-= (-2,-1,4) vektori veriliyor. Bu vektérin k= -2
gercel sayisi ile carpimini bulunuz.

z
ﬁa
Y
X 2.a
Sekil 3.15
Coziim
b = ka=(2)(-2,-1,4)

=(2.(2),-2.(-1),-2.4)

=(4,2,-8)
8.4. Ornek

—

a =(2,-3,1) vektoriniin boyunu bulun

Coziim
lal = ai +a§ +a§ =/ 2% +(-3)%2 +1> =114
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8.5. Ornek

a =(3,0,2) vektorii birim vektdr miidiir? Eger degilsea yoniindeki birin
vektorii bulunuz.

Coziim

Bu vektoriin boyu,

2| =V(-3)2+(0)% +(2)2 =V9 + 0+ 4=113
oldugundan birim vektor degildir. a yoniindeki birim vektos

s -t a=1 (3,022 0,2)
TR

8.6. Ornek

Uzayda, X- , Y-, Z- eksenleri tizerinde pozitif yonde, uzunluklar1 1 olan

e1=(1,0,0),e2=(0,1,0) vees=(0,0,1) vektorleri cinsinden a = (-5, 3, 0)
vektoriinii yaziniz.

a =(-5,3,00=(5,0,00+(0,3,0)+(0,0,0
=-5(1,0,00+3(,1,00+(,0,0

=-5e1+3e2

bulunur.

9. Cozumlu Problemler

9.1.Bir ABCD paralel kenarinda kosegenler birbirini kesim noktalarinda iki
esit pargaya boldiiklerini gosteriniz.

Coziim

Sekil 3.16
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ABCD paralel kenarinda késegenler P noktasinda kesigsinler

AC =AB +AD AP =3 AC
BD —BA +AD _3.(AB +AD) (1)
_AD - AB

AP =AB +BP
— AB +u(BD)
_ B +u(BA +AD)
_AB +u(AD - AB)
—(1-WAB +uAD e )
(1) ve (2) den

(1'“)1?B> +ME:7\E +7\B ,

AB ve AD vektorleri dogrusal bagimsiz oldugundar

1-u=A
w=A 2
elde edilir.

9.2. Bir ABC tiggeninin BC kenarmn orta noktast H ise AH =%(AB +AC)

oldugunu gosteriniz.
Coziim

AH =AB +BH R,
— " 1 JAH-AB +AC+BH +CH

AH =AC+CH e s
=AB + AC +(BH —BH)

_AB +AC +0
H{:% (AB +AQ)

elde ederiz.

B H C

Sekil 3.17
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:(Z , 5)
2
YA -
2a+lb
T2
b - o =
. 2a
a
—]?b o X
2
Sekil 3.18

9.4. Bir ABC tiggeninde A',B',C' noktalar: $ekil 3.19'da belirtilen kenar or-
ta noktalari1 ve P de diizlemde herhangi bir nokta olmak tizere,

PA +PB +PC =PA' +PB' +PC'
oldugunu gosteriniz.
Coziim

o P

A

Sekil 3.19

Sekil 3.19 'dan
I?AH?B +I?C=ITB‘ +]ﬁ +I¥‘ +(ﬁ +PT¥ +R

=ITB‘ +%€A+I¥' +%E +ITA' +%B%
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FA+£ +]¥:=0 oldugunda
ﬁ+ﬁ +I?C:PTS' +I¥'+ITA’

bulunur.
9.5. Bir liggende kenarortaylarin bir noktada kesistigini gosteriniz.

Coziim

Sekil 3.20

_— —s  —s —

BP =BA +AP =BA +A(AA")
~BA +7\(£ +1§)
=1§ +X(£ +%]¥)

=(r-1)AB % BC

Diger taraftan BP vektoriini
BP =BC +CP
=PTC> + M((z)')
~BC +u(CB +BC)

~BC +u

CB +lﬁ)
2

=-2ﬂ£+(1-u)8? .......... 2

yazabiliriz. (1) ve (2) nin sol taraflari esit ve E , B% vektorleri dogrusal
bagimsiz oldugundan

A-1=

N l=

o >
1l
—_

1
=

dir.
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N[>

2-2u-1=-%
2

ve

elde edilir.
Simdi ﬁ :]_?,Tj oldugunu gorelim.

ki vektoriin dogrusal bagimliligindan

dir. CB' veCA dogrusal bagiml oldugundar
CA=nCB'
olacak sekilde nE R vardir.
CB' =CB +BB'
~CB 2 AB +2 BC
gy

W

ve
CA=CB +BA
CA =nCB'

REEEE
3 3

=1-u den A=2-2u terimi k-lz-z

w

de yerine konulursa,
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1cB+1BA =(1-§)(§-§E

n n 3 3

1_1.98 ve -1_-.9 olur.
n 3 n 3

3=3n-dm Bn

3-3n-3

n=2

elde edilir. Bu da B' noktasinin CA nin orta noktasi oldugunu gosterir.

96.A=(2,-3) , B=(0,4) , D=(2,0) tg kosesi verilen paralel kenarin dér-

diincii kosesini bulunuz.

0' 7Ib=@2,0 x

Sekil 3.21

Coziim
C=(a,b) olsun.
AB +BC =AC
(2,7)+(4,3)=(a,b)-(-2,-3)
(6,10)=(a+2,b+3

6=a+2 = a=4
10=b+3 = b=7
C=(a,b)=4,7) dir.

ACIKOGRETIM FAKULTESI



60

VEKTORLER

Degerlendirme Sorulari

Asagidaki sorularin yanitlarini verilen secenekler arasindan bulunuz.

1.

a=(1,0,3) ,a=(2,-5,4) vektorleri veriliyor.
3a -2b vektoriiniin koordinatlari nedir?

A. (7,10,17)

B. 3,-5,7)

C.(1,5,-13)

D. (-1,10,1)

E. (-1,5,-1)

=(x,4,-3) vektdriiniin uzunlugw 61 birim olmasi i¢in x ne olmalidir?

W

MOO® e
QN U1 = W

a=(4,0,-3) vektoriiile ayni yonde olan birim vektor asagidakilerden
hangisidir.

A (i,i,o)

B. (i,i,o)
5

A=(-6,2) B=H6,8) noktalar: veriliyor. AC =3CB kosuluna uyan ¢
noktasinin koordinatlari asagidakilerden hangisidir?

ANADOLU UNIVERSITESI



VEKTORLER

5. u= (x,4,y-2) ve v = (1,2,5) vektorlerinin paralel olmasi igin, x ve y
ne olmalidir?

A x=2 y=12

B. x=3 y=17

Cx=1 y=7
_1

D. x== =4
2 y

E. x=0 y=2

6. u=-e1+5 ve v=2-3e oldugunagéreu-v vektdriinin uzunlu

nedir?
A5
B. 4
C. 5
D. V67
E. V73

—

7. a ve b uzayda herhangi vektorler ve r,k ER ise agsagidakilerden
hangisi yanligtir?

A. 0.a=0
B. r(§+g)=r§+1§
C. r(kg) =(rk)§
D. (3 +E) tc=a +(E +f:)
E. a +B =f> +a
8. A=(x,y2,x+2) B=(3,x+1,z) ise AB dogru parcasimn orta nokta-
smin (1,-2,3) olmasii¢in Xx,y,z neolmalidir?

A x=1 y=-2 z=3
B. x=-1 y=-2 z=5
C x=-2 y=1 z=3
D. x=2 y=1 z=-3
E. x=-2 y=-1 z=-5

9. Asagidaki vektorlerden hangisi birim vektordiir?

A (1,1)

B.(

~——

sl @l
S Bk

o 0

ol
‘(»/
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10. ¢

A B

Yukaridaki sekilde, ABC ii¢geninde |BD|=|CD| olduguna gore AD
vektorii asagidakilerden hangisidir?

A 1AB
2
B. 1cB
2
C. %(@ +£)
D. %(E +TC)

Degerlendirme Sorularinin Yanitlari
1.D 2E 3C 4B 5A 6.E 7.A 8B 9.C 10.D
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