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Amaclar

Bu tiniteyi ¢alistiktan sonra;

¢ iki vektoriin skaler carpimi ve skaler carpimin 6zelliklerini 6gre-
necek ve geometrik yorumlar yapabilecek,

¢ vektorel carpimile karma ¢arpim ve bunlarin 6zelliklerini kavra-
yacak, geometrik yorumlar yapabileceksiniz.
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1. Iki Vektorun Skaler Carpimi
Uzayda, a =(a1, az, as) veb =(b1, by, bs) gibi iki vektoriin skaler arpimi

a.b=ajbi+axb +azbs

seklinde tanimlanir. Bu tanima gore, iki vektoriin skaler carpiminda bir gercel say1
elde edilir.

1.1. Ornek

a :(-2, -1, ()) ,B :(1, 7, 5) vektorlerinin skaler ¢carpimini bulunuz.

a.b=(2,-1,0).(1,7,5
=-21+-1).7+05

2-7+0

9

2. Skaler Carpiminin Ozellikleri

1. 3 b=b.a (Degisme Ozelligi)
2. 4.a=0 (Pozitif tanimlilik)
a.a=0<a= 6

3 k(a.b)=(ka).b=a.(kb) kER

4. 3 (E +Z) = E+;'z (Dagilma Ozelligi)

Bu 6zellikleri skaler ¢carpimin tanimini kullanarak kolayca gosterebiliriz.

1. a.b= aibi +ax by +asbs reel sayilarda ¢arpma isleminin degisme 6zelligi
1a1 +bxaz +bsas  kullanilarak,

—

.a

N
b

bulunur.
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2. a.a=(a1,az a3).(a1, a2, as)
=ajai +azaz +azas

2 2 2
=1 +a2 +a3

aj, ap, ag gergel sayilar olduklarindan
a12>0 a?>=0 ve az?> =0 dir. Dolayisiyla
a.a =0 bulunu
a2 +a? +a?=0 < a;=0, a2=0, a3=0 oldugundan

a.a=0<a=(0,00=0 dir

3. k(; B) =k[(a1, a2, a3) .(b1, by, b3)]
=(a1 b1 +az by +asbs)
=(a1 bi) + k(a2 bz) + k(as bs)

Reel sayilarda ¢arpma isleminin birlesme 6zelligi kullanilarak,
=(ka1)bs +(kaz) b, +(k as) bs
=(k a1, kag k a3) . (b1, by, b3)
=k(a1, a2, a3) .(b1, by, b3)
~(ka).b
4 3 .(b+d=(a1, a2 as) .[(by, by, ba) +(c1, 2, 3)]
(a1, a2, a3).(b1 +c, b+, b + @)
a (b1 +c1) +ax(br + @) +as(bs +a)
abt+taia+tarbh+tazo+asbs tasza

(@1b1 +az2 by +asbs) +(a1 a +az @ +az @)

- T s >
a.b+a.c
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3. Skaler Carpimla llgili Sonuclar

. — .. . ..
1. Bir g vektOriniin normu;

\a\=vZ.Z= v(aliazraa)~(a1,azlaa)

=“/a1 a; +apap +taszas

2 2 2
=V a, +a2+a3

seklinde, skaler ¢arpimla da tanimlanir.

2. a veE gibi iki vektor arasindaki kiigtik ac1 0 ise

Z.g= a E‘ cos0

dir.

Sekil 4.1. den

7 A
B
|
|
|
s |
b |
|
: A
w |
|
0 Y |
|
0 \ }
0 0, | |
N ~ J
B' A
X
Sekil 4.1:
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—

2 +AB =b<e b-a —AB
A

cosHp = ‘

=|OA'| =[a| cor 7
; L (1l cosy. |al sinoy)
\ Ao . -
sinf _‘ Aé‘:‘AA":‘;‘sinel J S
al
cosd :OE“ ‘OB"=‘b‘ codp O
b L
B =(/ b| coshz, | b| sind
sinf = |BB ‘:>‘BB‘ ‘b‘smﬁz J (‘ ‘CO 2‘ ‘sz)
b
yazabiliriz.

‘ b‘ cods - ‘ ‘ C05€)1) (‘ ‘T)‘ sinB> - ‘Z‘ sin62)2
Gerekli islemler yapilarak

A7 o235l oo 00+
bulunur.
6, - 6, = 6 olsun.

‘E‘:B-g dan

=2 . L2 2 = s

‘b‘ —2‘aHb‘cose+‘a‘ =‘b‘ —2a.b+‘a‘
- —| |

:a.bz‘a‘bcose

elde edilir. Bu formtilden iki vektor arasindaki aginin kosintisi,

o |
oo

cod =

o

oal]

dir.
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Diger taraftan -1 < cos < 1 oldugundan
XB‘ :Hg‘ ‘B‘ Cose‘

a.b‘s‘aHb‘

esitligi gecerlidir. Ayrica
a B :‘ ;‘ ‘ T)‘ cod ifadesinden
a.b<allb

dir. Buna gore,

- — —||
a.bs‘a.b‘s‘aHb‘

dir.

3.1. Ornek

a=(21,3) veb=(0,4,-1)

vektorleri arasindaki aginin kosiniisiinii bulunuz.

Coziim

a.b=(21,3).(0 4 -1)
=20 +14+3. (-1
—1

Sl o 2 2 2

‘a‘: a.a=V a, +ta,+a; = 2*+1% +3 =14

5155ttt -V o e -1
- bb - bl +b2 +b3 - O +4 +(_1)

Bu degerler

a.b= ‘ a H b‘ cod ifadesinde yerine yazilirsa

cod -1
V31

olur.
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Dik Vektorler

Iki vektor arasindaki ac1 1/2 ise bu vektorler birbirine diktir denir ve alb

seklinde gosterilir. Sifirdan farkl aveb vektorleri icin
a f) =0 ise a J_E
dir. Gergekten,
S.B=O©‘§“B‘COSB:C ‘Z‘:O Ve‘g‘=0 oldugunda

cos@=0 dir. Dolayisiyla 6 =% dir.
Tersine, g =T jge

EB:BHB‘ COSE:‘EHB‘ .0=0
2
dir. O halde,

a=0 , ‘B# 0 olmak tizere

;.E:O©;J_E
dir.

Ozel olarak, 6 vektorii her vektore diktir.

3.2. Ornek

a=(1,2,4,b=(2,-5,3),¢=(2,-1,0)
vektérlerinin birbirlerine dik olup olmadigin gosteriniz.
Coziim

a.b=(1,2,4.(2,5,3)

=1.2+@5)+4.3

=2-10+12
=4=0

oldugundan, a vektorii E vektoriine dik degildir.
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=140 oldugundang vektorii Eye dik degildir.

Vektorlerin Dogrultu Acilar1 ve Dogrultman Kosiniisleri

Herhangi bir a =(a1, az, a3) vektoriinii alalim.

Sekil 4.2:

= T < Al 2 2 2 . . o
a vektoriiniin uzunlugu r ="V a; +a, +a, ve koordinat eksenleriyle pozitif

yonde yaptigi agilar sirasiyla o, B, y olsun. Bu agilara a  vektériiniin dogrultu

agilar1 denir. Sekil 4.2 ye gore

a acist KOA agist
f acis1 LOA acist
v agist MOA acis1

dir. a nin dogrultman kosiniisleri ad1 verilen dogrultu acilarinin kosintisleri, a

. —_ — — = . . 12
ile e1, ez, e3 vektorlerinin skaler carpimindan bulunabilir.
—  — — || —
a.ep =‘ aH e1‘ cosa
-
(a1, a2, as).(1,0,0) =‘ a‘ cosa

_

a =‘a‘ cosa.
cosa :%:ﬂ
a| T
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Benzer olarak,

- —

—|| — ar
a.e :‘aHez‘cosB:cosB=—
r

- —

a.es =‘aHe3‘ cosy => cosy =323

r
elde edilir. a vektoriiniin dogrultu kosiniislerinin karelerinin toplamu ise,

2 2 2
a .8 .3
I

cos o +cos? p+cosy ==L +22
2 2
T
2 2 2
a; ta, taj
2
2y
2
dir.
3.3. Ornek

a =(4 ,5, —3) vektoriiniin dogrultman kosiniislerini bulunu

Coziim
a vektoriiniin uzunlugu ‘ ;‘ =\ 4% +5%+(-3)2 =5/2
coso =31 -4
ro5/2
cosp = a _ 5
ro5/2
cosy = as_ -3
ro52

4. Iki Vektorun Vektorel Carpimi
Uzayda a =(a1, az, a3) ve b =(b1, by, bs) gibi iki vektoriin vektorel carpimy;

;x}; =(a2 bs -aszby, azsby-ai1bs, aiby-az b1)

seklinde tanimlanir. Bu tanima gore, iki vektoriin vektorel carpiminin sonucunda
bagka bir vektdr elde edilir. Iki vektoriin vektorel carpimi determinant yardimiyla

da,
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4 7

.o ( az a3z || as ar || ar a )
axb=
b, bs bs b by b

seklinde verilebilir. Bu tanuma gore, a VeE vektorlerinin vektorel ¢arpimini bul-

manin kolay yolu; 6nce, a VeE vektorlerinin bilegenleri ile
[ a; a» as }
b1 b2 bs

seklinde bir matris olusturulur. Sonra, bu matrisin sirasiyla birinci, ikinci ve tigtincti

stitunlar atilarak,

as ail

bs b

ail az

b1 b

7 7

az as

b, bz

determinantlari bulunur. Bu determinantlar a xb bilesenlerini olusturur.

4.1. Ornek

u=(2,-1,4 ve v =(1,3,0) ise

4 2
0 1

2 -1
1 3

):(-12,4, 7)
dir.
Herhangi bir a vektOriniin, S, e , e?, vektorleri ile,

a=aie; +tazex +azes

seklinde yazilabildigini gérmiistiik. Buna gore, aveb vektdrlerinin vektorel car-
pimi olan

- anz ajs as ail ail az
axb= , ,
b bs bs by bt b
vektorii de
- ar as | — as air | — ai az | —
axb= el + er + es
b b3 bs by b1 b

seklinde gosterilebilir. Bu ifade de (bigimsel olarak)

— — —

e1 e2 €3

R
X
o
I

air az as

b1 b b3
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determinantina esittir. Boylece a xb vektorii bu determinant yardimiyla da bu-
lunabilir.

4.2. Ornek

a =(2,-1,4) veb =(1,3,0) vektorlerinin vektdrel carpimim bulunuz.

Coziim
- e e e
axb=l 2 .1 4
1 3 0
€1(-1.0-4.3) - €2(2.0-4.1) +e3(23- (-1).1)
=121 +4e3 + 763

£1,4,7)

5. Vektorel Carpimin Ozellikleri

1. 5

)

ax
2. Jxb=-(bxa)

3 2 x(b+d =(a xb) +(a x9)

4. (ka)xb=k(a xb) kER

5. 7 yp vektoriihem  hemde 1, ye diktir.
6. (axb)xc=(a.db-(b.da

G

7. |3 xu] <al*b
8. ‘;

xg‘ :‘XHB‘ sin®, burada 6, a fleb arasindaki kiiciik agidir.

[k dort 6zelligi determinant 6zelliklerini kullanarak kolayca ispatlayabiliriz. Ye-
dinci ve sekizinci 6zelliklerin ispatin1 karma ¢arpimdan sonra verecegiz.
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1. axa=| a;

al

az

az

as

as

— - —
=e1(azaz-azas)-ex(ajasz-aias)tes(alaz-alan)

— 061+ 0.6, +0. e3=(0,0,0)=0

3. a X(B +?) =

az

b2

as

b3

€2
o))

az

e3 B
bs |= '(b X;)

as

— —

e e3
a» as =(axb)+(axc)

Q@ a

= k(; xf))

5. ;.(gxg)= (a1, ay a3).(azbs-azby, azbi-aibs, a1 by-ax by)
= aj (apbs - agby) + a (a3 by - a; bs) + a3 (a1 by - ap by)
= a a2b3—a1a3b2+% bi-ayai bz + a3 albz-}a@bFO

Gortldugi gibi, a ile 3 XE vektoriintin skaler ¢arpimi sifir oldugundan, a XE

vektorii 3 vektoriine diktir. Benzer olarak, b (; XE) = ( oldugu ve bdylece

a xb nin b vektériine dik oldugu goésterilmis olur.

6. (E Xg) XE =[(a2 b3 -asjs bz)z1 +(a3 b1 -ail ba)gz +(a1 bz -a?z bl)ga,} XE

[(asbi-a1bs)cs-(a1 b2 -azbi) e e1

Ha1b2-azbr)ci-(azbs -asbn) sl €2

Ha2bs-asb2)c2-(asbr -a1bs)ciles

ACIKOGRETIM FAKULTESI




76

VEKTORLER ILETANIMLANAN ISLEMLER

(ass +az )b -(bs s +ba 2 ) a1 s
(a1 +azcs) by -(bic +bscs)az) e

(a2 +aic)c-(bac +bicr ) a3 e

Koseli parantezlerin iclerine, sirasiyla ajbjci, azbacy, azbscs terimlerini ekle-
yip c¢ikarirsak, gerekli islemlerden sonra,

(@) br-(b.¢)ar & +(@ . ¢)ba-(b.¢)azl & +(a.¢)bs-(b.¢)as) e

elde ederiz. Boylece

(a xb) xc=(a.¢)b-(b.¢)a

olur.

6. Karma Carpim

Uzayda herhangi a, b, ¢ vektorleri verilsina vektériiile bx¢ vektoriiniin
skaler carpimi olan, a .(b XE) gercel sayiya a,b, ¢ vektorlerinin karma carpi-

mi denir. Bu {i¢ vektoriin karma ¢arpimi (g, b, E) ile gosterilir ve

B - a1 a2 as
(;/bfz):;-(bxz): bi b b3

C1 (@] C3

seklinde, determinant yardimiyla hesaplanur.

6.1. Ornek
a=(0,4,5 b=(-1,2,3) ¢=(2,0,-2)

vektorlerinin karma ¢arpimini bulunuz.

Coziim
0 4 5
@b6,d= 4 2 3
2 0 -2
=4-1)(-2)-6) +5(-4)
=16-20=-4

ANADOLU UNIVERSITESI



VEKTORLER ILETANIMLANAN ISLEMLER

77

7. Karma Carpimin Ozellikleri
1 (a,b,d=(6,¢,a)=(c,a,b)

Determinant 6zellikleri kullanilarak kolayca gosterilebilir.

a1 ax as bt b b

— 7 >
a,bc=| b, b by |=-] a1 a2 a3
C1 Q 3 C1 Q G
bi by bs

O o o o |=(bea)
ail a2 a3z

Benzer olarak, (‘B, < E) :(E a, E) gosterilebilir. Ikinci determinanta bakacak olur-
sak,

2. (a,6,d=(a+w,b,9=(a,b+1c,d k1€R

— - >

):(klm)(g,g,z) ;k, L, mER

= O8]

—_— —_—
7~
g
2

Q1
e
+
ol
Nl
ol
Il
—
EY
o]
ol
iy
o
o]
ol

vektorel carpimin 6zelliklerinde, ispatini sonraya biraktigimiz son iki 6zelligi gos-
termek icin Lagrange 6zdesligini verelim.

Lagrange Ozdesligi

(2 xb).(exd)=(a.¢) (b.d)-(a.d)(6.¢)

ispat

(2 xf)) —K olsun.

(; xg) (E xg) —k (E xa) , karma carpiminin 7.1. 6zelliginden
(E:x?:) .d dir. Burada k yerine axb yi alarak
[(; xg) xa d yazabiliriz. Vektorel carpimin 6. 6zelliginden
[(; E)g —(g E):} .d olur. Skaler carpimun 6zelligini kullanarak,
(a¢)(b.d)-(b.¢)(a.d)

Lagrange 6zdesligini ispatlamis oluruz.
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Bu 6zdeglikte, C=a ve g :E alinirsa,
(a xb)(a xb)=(a.a)(b.b)-(a.b)(b.a)

*(5.)°

-~ |2 2|7

a xb‘ =‘ a‘ 2‘ b
Vektorel carpimin yedinci 6zelligi elde edilir.
Ayrica yedinci 6zellikte

B

2

XHB‘ COSB)2

L2 Lo)—
axb| =al’[b

Z‘Z‘E‘Zcosze

<l%b
‘5‘2";‘2(1%0326)
=126/ sin% 6
Her iki tarafin karakokii alinarak
gxa :‘ZHE‘ sind ,0=< O=<mn

Vektorel carpimin sekizinci 6zelligi ispatlanmis olur. Bunun geometrik anlami
a xb‘ nin a veb vektorleri tizerine kurulan paralel kenarin alanina esit olma-

sidar.

Yani,

- —=[| 7] . —
a xb =‘a‘ b sm6=‘a‘.h

h :‘H sin 6

— »

a

Sekil 4.3:

a VE‘E sifirdan farkl iki vektor olsun.
Eger‘ gxf)‘ =0ise ‘QHE‘ sin® =0
=sinf=0 dan

0=0 veya®=m olur.

Bu daa/ b oldugunu gosterir.
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6. (; ,b ,Z) = (2 xb) .¢ karma carpimi, a ,b ,E vektorlerinin tizerine kurulan
paralel yiizliiniin hacmine esittir.

/
/} 7 cose=jh
o/ 7d
o/
[
h I
\
0 | =
Vb\ S=axb‘
= b

Sekil 4.4:

Sekil 4.4 de axb=h vektorii a VeE vektorlerinin belirttigi diizleme diktir ve
a xb‘ ise, a veb vektorlerinin tizerine kurulan paralel kenarin alanina esittir.

Buna gore,

(Z ,E,?‘) =(Z XE) c=a XEFC‘COSG
nTas

8. Cozumlu Problemler

1. u=(1,5,-3) vektoriiniinv=(2,3,1) vektérii tizerindeki dik izdiisiim
vektoriinii bulunuz.

Coziim

Sekil 4.5 gore U nunv iizerindeki dik izdiigtimii ; ve v yoniindeki  birim
vektdér vo olsun.

ACIKOGRETIM FAKULTESI



80 VEKTORLER ILETANIMLANAN ISLEMLER

cos0 =M :‘;‘ =\E\ cos0

u
deu.v
ul|v]
u.y
v
vo=—L . v ve y=vg W‘
k2
= Iyl L.~
v
- uv 13y
vV
;:EV;
V[
dir.
%:(1/5/ _3)'(_2/ 3’ 1) 231
ey
—2+15-3 (2,31
14 ( )
10 (2,5,1)=5 (2,3,1) =10, 15 5)
g (2= (23D
elde edilir.

2. u=(1,5,-3),v=(2,-1,0) vektorlerine dik olan bir vektsr bulunuz.
Coziim

u ve v vektorlerin dik olan vektor, bu iki vektoriin vektorel carpimi olan vek-

tordiir. Yani,

w=uxv= 1 5 .3 |=-3e1-6er-11es =(-3,-6,-11)
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3. 32(3 ,0, 1) , v :(0 ,-2, 4) , w :(—5 ,4, 1) vektorleri tizerine kurulan paralel
ytizliiniin hacmini bulunuz.

Coziim

Paralelytizliiyti olusturan ti¢ vektdriin karma carpimi, bu paralelytizliiniin hacmi-
ne egittir. O halde,

30 1
V=(uv, W=l g o 4 |Id-64/=64b’
5 4 1

4. u =(2,1,3) v =(-1,0,5) vektdrlerinin vektorel carpimini ve bu vektorler
tizerine kurulan parelelkenarin alanini bulunuz. Bu iki vektor arasindaki 6 agisi-
n1 hesaplayiniz.

Coziim

Paralkenar1 olusturan iki vektoriin vektorel ¢arpiminin normu bu paralelkenarin
alanina esittir.

uxv= 5 1 3 =5ei-13e+es3 =(5,-13,1)
1 0 5
S+uxv|=[(5,-13,1)| =/195 bs*

‘uxv =‘qu‘Sin6

formiiliinden,

Sine:‘uxv = V195 _1,/15
o5 a2 2
0 = arcsinl 1/ 15 elde edilir.
2V 14
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5.KoseleriA=(4,0,-1),B=(1,1,2) veC=(-2, 1,2) olanbirtiggenin alaninibulunuz.

Coziim

ZA

Sekil 4.6:

_  ——

Sekil 4.6 dan AB ve AC vektorlerinin tizerine kurulan tiggenin alani,
s=1 ‘ AB XE‘
2
dir. Buna gore,
AB =(1-4,1-0,2+-1))=(-3,1, 3)

AC=(-2-4,1-0,3(-1)) =(-6, 1, 4)

el (S)) es3
ABxAC== 3 1 3 =gl-6gz+3€3 =(1, -6,3)
-6 1 4

5=1| AB xAC| =1((1, -6,3)|
2 2
%1@ +36+9

%N%brz

bulunur.
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6. Bir ABC ti¢geninde

sinA _sinB _sin C
BC| [ac |aBl

oldugunu gosteriniz.

Coziim

Sekil 4.7:

ABC ti¢geninde,

E+l¥+a=(_

dir. Bunu sirasiyla CA , BC veAB vektorleri ile vektorel carpalim.

_— —s —s  —  —> _— —s —s  —

AB xCA +BC xCA +CA'xCA = 0=> AB xCA +BC xCA =0

Ex]&f +]§E BC+FAX]§): =0=>E3>XB% +FAX§:=O

_— —— — —— _— —— @ — —

E AB +BC xAB +CA xAB =0=BC xAB +CAXxAB =0

S & ) I ) BN

= AB xCA = BCxCA = AB xBC

'AB xCA| = -BCxCA| = |ABxBC

:‘EH&‘sinAz‘]f“a‘sinCJfEHﬁ‘ sin B
Buradan {ig esitligi ‘E‘ ‘CT&‘ ‘]f‘ ile bolersek

sinA _sinC _sin B
BC| [aB| |ac]

elde ederiz.

ACIKOGRETIM FAKULTESI




84

VEKTORLER ILETANIMLANAN ISLEMLER

Degerlendirme Sorulari

Asagidaki sorularin yanitlarini verilen secenekler arasindan bulunuz.

=(-3,-6,-11) vektorii asagidaki vektorlerden hangisine diktir?
. (3,6,11)
©,-2,1)
. (8,0,2)
. (2,-1,0)
0,-4,2)

MmO N w»cl

o

2. T1=( -1 ,L) RY =(V§ ,0 ,L) vektorleri arasindaki a¢1 nedir?
V2 V2 V2

A.

B.

N
Nja wla ol 4

e a

3. u =(0,-3,3) ve V= (-1,-4,-1) vektorlerinin her ikisine de dik olan vek-
tor asagidakilerden hangisidir?
A. (3,0,0)
B. (15,-3,-3)
C. (4,1,0)
D. (9,3,0)
E. 9,-3,3)

4. u=(x,-2,4) vev=(-6,x,1) vektorleri veriliyor.u ile v nin skaler

carpimi 28 ise x degeri nedir?

A1l
B. 2
C. 3
D. -2
E. -3
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5. Tl:(l ,4,0) vektoriinin v = (-2,1,1) vektorii iizerindeki dik izdiisiim

vektorii asagidakilerden hangisidir?

>
IN

I~ W=
W =
—

o
=

o
o |~
=

~

@
— —— N
D= g PG
O\‘b—\
2=

[ )
o Ut

—_
Nl

6. G=(2 ,0,3) ve V= (1,-4,4) w =(-1,-2,-3) vektorleri iizerine kurulan
paralel ytiziin hacmi kag birim kiiptiir?

58

45

35

25

22

mon= x>

7. a=(1,-2,3) ve b= (1,0,2) vektorleri tizerine kurulan paralel kenarin
alani kag birim karedir?
A. 4
B. 5
C. V7
D. V21

8. KosgeleriA=(1,-1,2),B=(2,-1,0) veC=(0, 0, 5) olan bir tiggenin alan
kag birim karedir?

A V6
B.

C.

>

NIW D ho o
— =
SIS
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7‘ =4 ,a b= 5 ise (22 +B) .(—63 + 2?)) ¢arpiminin sonucu nedir?

o

-1,

MON® e
o

10. E=(3 , 4, —4) V= (x ,-1, 1) w =(1 , -3, —5) vektorlerinin aymi diizleme
paralel olmalar1 i¢in x ne olmalidir?
0

S NN
B W N =

Degerlendirme Sorularinin Yanitlari
1.D 2.C 3.B 4. E 5. A 6.E 7.D 8. A 9.B 10.C
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