Duzlemde Hareket

Yazar
Yrd.Dog.Dr.Nevin MAHIR

Amaclar
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1. Duzlemde Esmetrel Donusumler

Esmetrel dontistimler, herhangi iki noktay1 aralarindaki uzaklik ayni kalacak sekil-
de farkl iki noktaya gonderen dontistimlerdir.

Diizlemde a;, by, c1,a, by, & €R olmak tizere

f: R2 - R?
(X,y) d (a1x+b1y+c1,a2x+b2y+cz)

seklinde tanimlanan déntisiim, uzaklig1 koruyor ise bu déntisiime esmetrel donii-
stim denir. Bu tiirden doéntisiimler R? de uzakliklar1 degistirmeyen birebir do-

nigtimlerdir.
1.1. Ornek
f: R*—>R?
W W 1y
X, X+
(xy)— 2 57 Y

doniistimiiniin, bir esmetrel donug,um oldugunu gosterelim.
Coziim

Diizlemde, P1=(x1,y1) P2=(x2,y2) noktalarmni alalim. Bu iki noktanin f
dontistimii altindaki resimleri

PL=(x,y1) ve P2=(x,y2)
olsun.

Vi) +lya-yif

Hip= 2ol 3

=/[ 1002 (723

- L0a-x02 2L 30045 (y2-y) + 3 y2 -39

PP,
2
+

2\ 1/2
P B b
2 2 2 2

e x) + 1 (y2ey)

300-x92 23005 (v2y) +1ya-vpd

=1 (2 -x1)? +(y2 - y1)* = PiP2|

uzakligin aym kaldig goriiliir. Ohalde verilen doniisiim bir esmetrel dontistimdiir.

ACIKOGRETIM FAKULTESI




90

DUZLEMDE HAREKET

1.2. Ornek
g: R® >R’
4 4 3
’ X+=y-3 , =x+2y+5
(xy) ( 2 XY Z XY
dontistimiintin bir e@metrel dontisiim oldugunu gosterelim.
Coziim

Diizlemde Py=(x1,y1) , Po=(x2,y2) noktalarimi alahm. Bu iki noktanin
g dontisiimi altindaki resimleri

P'1 =(X‘1 ,y'1) ve Pyz =(X'2 ,y'z)

olsun.

A (x-x) +lya-yf
({ 5X2+4y2 3) (5X1+4y1' )r+
[omedregfndned

%m xi)? +3. é(”/l)(yz y1)+ (yz y1)®

1/2
+%(xz -x1)? -i; .g(X}//X1)(y2 - Y1) +?95(Y2 'Yl)z}

‘ P'1P2

‘ P‘1P2

=102 -x1) +(y2-y1)* = PiPs|

elde edilir. Bu g déniigiimiiniin bir esmetrel déniisiim oldugunu gosterir.

Birinci tinitede, diizlemde alinan P noktasinin farkli sekillerde koordinatlanabildi-
gini 6grenmistik. Bu da bize diizlemde eksen sistemlerinin keyfi secilebildigini gos-
termektedir. Bu boliimde farkli iki eksen sistemi verildiginde, diizlemde alinan P
noktasmin, bu sistemlerden birisinde koordinatlar1 verilirken, digerindeki aym
noktanin koordinatlarini veren bagmtilar1 bulmaya ¢alisacagiz. Kisaca, farkli eksen
sistemlerinde, P noktasinin koordinatlar1 arasindaki bagintilari arastiracagiz.

2. Duzlemde Oteleme

Birinci eksen sistemi olarak XOY dik koordinat sistemini alalim. Koordinat eksen-
leri, birinci sistemin koordinat eksenlerine paralel, yani OX// O'X' OY // OY'
vebaglangignoktast O'=(h, k) olacaksekildeikincibireksen sistemini segelim.
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o P=(xy)

Y
>

0'= (h, k)

\]

Sekil 5.1

Simdi, XOY sisteminde koordinatlari (x,y) olanbir P noktasinin X'O'Y' yenikoor-
dinat sistemindeki bu noktanin, (x', y') koordinatlar1 arasindaki bagintiy: arastira-
Iim. Sekil 5.1 den

OP =00 +OP
(xy) =(hk)+(x, y')
(xy)=(x+h , y'+K
iki vektoriin esitligi tanimindan
x=x"+h
y=y +k

oteleme formiilleri elde edilir. Bu son esitlikten

x'=x-h
y'=y-k
bulunur. Béylece teleme
T : R =R
(0y) (X', y) =(x-h , y-K)

seklinde tanimlanan, diizlemi kendi kendine doniistiiren bir harekettir. Oteleme
diizlemin herhangi bir P noktasini, diizlemin bagka bir P' noktasina resmeder.

2.1. Ornek

T(32 Otelemesiile P=(3,-1) noktasinin resmini bulunuz.

ACIKOGRETIM FAKULTESI
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Y' Y
A A
> X
0'=(-3,2)

> X

0
4 ®p=(3-1)

Sekil 5.2

Coziim

P noktasinin yeni sistemdeki koordinatlari

xX'=x-h
y'=y-k

formdillerinden yararlanilarak bulunur. Buna gore,

X' =3-(3)=6

y'=-1-2=-3

', y)=(6,-3)
2.2. Ornek

y2-3x+2y +7=0 denkleminin T, ) Otelemesialtinda denklemini yaziniz.
Coziim
Te, 1 :R*—=R?

(xy)=(x',y)=(x-2, y+1

Buradan

X'=x-2 = x=x'"+2

y=y+l=y=y-1

bagmtilarin verilen denklemde yerine koyalim.
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(y-12-3x'+2)+2(y'-1)+7=0
y2-2y'+1-3x"-6+2y'-2+7 =0
y?2-3x' =0

y? =3

ikinci sistemdeki denklemini elde ederiz.

YA AY
X
0
0=(2-1) X
Sekil 5.3

2.3. Ornek
f: R->R
(xy)=(x,y)=(x-h, y-K
oteleme doniisiimiiniin, bir esmetrel déniisiim oldugunu gosteriniz.
Coziim

Diizlemde A=(x;,y1) ve B=(x2,y2) gibiikinokta alalim. Bu iki nokta
arasindaki uzaklik

AB =V(x2 - x1)? +(y2 - y1)?

dir. A=(x1,y1) ve B=(x2,y2) noktalar, Tgy Otelemesiile yeni sistemde

1 '

A :(x1 , yl) ve B 4x‘2 , y;) olsun

A=V (s xaf +ly-ys) =Vl -0)~(xa - b)) +l(y2 - K)-(y2 - K))?

=V(x2-x1)? +(y2 - y1)?

=| AB|

uzakliklar korundugundan bir 6teleme dontisiimii ayni zamanda bir esmetrel d6-
niisimdiir.
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3. Otelemelerin Bileskesi
Thi, k) Ve Ty, k) gibi herhangi iki 6telemenin = Tiny, ko) - Ty, k) bileskesi
yine bir 6telemedir.

R2 Tih, 19 R2 Tina, 19 R>

(xy) x',y") x",y"

Tin,

(Tihe, 1) - Tiha, 1) (63) =Tz, 1) (T, 1) ()
=Tina, kz)(X -hi,y 'kl)
=((x-h2)-h1,(y - ka) - k1)
=(x-(h1 +h2), y-(ki +k2))

h] +h2=h ve k] +k2=1<
=(x-h,y-k)

Gorildiigi gibi Tin,, k) - Tih1, k1) bileskesi de bir 6telemedir. Ayrica,
T(hz, ko) - T(hl , k1) :T(h] , ki) - T(hz, ko)

oldugundan 6telemelerin bilegkesi degisimlidir.

4. Duzlemde DOonme

Baslangi¢ noktalari ayni olan XOY ve X'OY' eksen sistemlerini alalim. X'OY' siste-
mi, XOY sisteminin eksenleri baglangi¢ noktasi etrafinda, pozitif yonde (saat yonii-
niin tersi) 6 ags1 kadar dondiirerek segelim. Simdi XOY ilk sistemde koordi-
natlar1 (x,y) olanbir P noktasinin X'OY" ikinci sistemdeki, bu noktanin (x',y') koor-
dinatlar1 arasindaki bagintiy1 arastiralim.

Y P=(x,y)
v
0
X
Q4 -
/ —‘ X
o) P R
Sekil 5.4

Sekil 5.4 'e gore P noktasinin, X-eksenine dik izdiistimii P', X'- eksenine dik izd{i-
simi P" olsun. Sekilden ROP" agisiile P'PP" acilarinin 8 agisina esit oldugu
goriiliiyor. Buna gore,
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x =|OP'l = IORI - IPRI = |ORI - |QP"|
=|OP"| cos®- |PP"| sinB®=x"cos 0 -y'sin 6
y = IPP'I = IPQI + IQP'| = IPQI + IRP"I

= |OP"| sin® + IPP"| cos®=x"sin O +y' cos 6

Boylece, X ve Y eksenlerinin baglangic noktas: etrafinda 6 agis1 kadar donme-
siyle elde edilen yeni sistem arasinda,

x=x"cos0-y'sin0
y=x'sin6 +y' cos O

yada

x'=xcos 0 +ysin0
y'=-xsin 6 +y cos 6

formiilleri elde edilir. Birinci formtilden P noktasinin ikinci sistemde (x', y") koor-
dinatlar1 bilindiginde, bu noktanin birinci sistemdeki (x, y) koordinatlar1 bulunur.
ikinci formiilden ise, P noktasiin ilk sistemdeki (x, y) koordinatlar1 bilindiginde,
bu noktanin ikinci sistemde ki (x', y') koordinatlari bulunur. Béylece dénme,

Re :R2—> R2
x,y) = (X', y)=(xcos®+ysinb,-xsin 6 +y cos 0)

seklinde tanimlanan, diizlemi kendi kendine déniistiiren bir harekettir. Oteleme
dontistimiinde oldugu gibi, bu dontistimde de, diizlemin bir P noktasi bagka bir P’
noktasina resmedilir.

4.1. Ornek
KZ donmesiile P=(2,1) noktasinin resmini bulunu

Y

A

NP
Y
>

Sekil 5.5
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Coziim
P noktasinin yeni sistemdeki koordinatlari,
Re(xy) =(x',y)=(xcos0+ysinB, -x sin 6 +y cos 0)
x'=xcos 0 +ysin6

y'=-xsin0 +y cos 0

bagintilar: kullamilarak,

x':—2cosl+1sinﬂ=-2ﬁ+ 2 _12
4 4 2 2 2

y':25inl+cosl=2ﬁ+ﬁ=ﬂ
4 4 2 2 2

452

elde edilir.

4.2. Ornek

IL;: dénmesi altinda x* -3y =6 denklemini yaziniz.

Coziim
Rr :R*—> R®
6

x,y) = (x',v')=[xcodt +ysin® , -xsin T +ycos
03 y) = (<) = C+ysin®  xsin®+y 6)

X =xcodl +ysin®T=x3+y
6 6

ifadeleri x?-3y =6 da yerine konulursa

(l 3x+y) (2(-X+W/§y))2:

2
i(sz +2/3 xy +y2) -%(x2 -2V3 xy + 3y2) =¢
2/3 xy -2y* =6
elde edilir.
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4.3. Ornek

f: R®— R’
(x,y) = (x',y') =(x cod + y sind , -x sind + y cod)

doénme déntistimiiniin, bir esmetrel doniisiim oldugunu gosteriniz.
Coziim

Diizlemde A =(x1,y1) ve B=(x2,y2) gibiikinoktaalalim. R¢ donmesi

ile bu noktalarin resimleri A' =(x'1 , yl) , B =(x'2 , yz) olsun. Buna gor

Ry(x1,y1) =(x1 , yl) =(x1 cod) +y1 sind , x1 sind +y1 co)
x'l =x1 cod) +y1 sind

1

y1 =-X1 sinf +y1 cod
ve
Rg(x2,y2) :(x; , ylz) =(x2 co) +y2 sin® , Xz sind +y2 cod)
x'z =Xz cod) +y2 sind
y'z = -X2 sinB +y2 cod
dir. Boylece,
Vgen by’

=([(x2 co® +y2 sind) - (x1 cod +y1 sind)| > +

|AB'

(-2 sinB +y2 codd) -(-x1 sind +y1 cod)] 2)1/2

=V[(xz -x1) co +(y2 - y1) sinf)] 2 +[-(x2 - x1) sinB +(y2 - y1) cosh)] 2

Gerekli islemler yapildiktan sonra,

AB'

(e x iz yiP < AB

elde edilir. Uzakliklar ayni kaldigindan R ¢ dénme dontistimii bir esmetrel do-
nistimdyiir.
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5. Donmelerin Bilegkesi
Ry ve Rg gibi herhangi iki donmenin bilegkesi yine bir dénme oldugunu gérelim.

R2 Ra R2 Rp R2

xy) x,y) ", y")

Re

(Rg.Ra) (x,y) =Rp (Ra(x,y))

=Rg (x cosa + y sina. , -x sina. + y cosat)

= ((x cosa + y sina) cosp + (-x sina + y cosa) sinf ,
- (x cosa + y sina) sinf + (-x sina + y cosa) cosp)

= (coso. cosp - sina. sinf) x + (sino cosp + cosa sinf) y
- (cosa sinf + sina cosf) + (cosa cosp - sina sinf) y

= (x cos(a + B) + y sin(a + B)
- x sin(a + B) + y cos(a + B) )

a+p=06 olsun

(Rp.Ro) (x,y)=(xcosB+ysinB , xsinB+ycosB) =Rg(x,y)
olur. Ayrica,

Rg . Ra=Rp o= Rap=Ra. Rp

oldugundan, iki dénmenin bilesimi degisimlidir.

6. Duzlemde DOteleme - DOnme ve
Donme - Dteleme

XOY dik koordinat sisteminden, hem baglangi¢ noktasi, hem de eksenlerin dogrul-
tular1 farkli olacak sekilde, X"O'Y" eksen sistemi secelim. i1k sistemde koordinatlar1
(x,y) olanbir P noktasinin, X"O'Y" eksen sistemindeki, bu noktanin (x", y") koor-
dinatlar1 arasindaki bagintilari arastiralim. Bu bagintilari bulmak igin iki yol izleye-
biliriz. Birincisi, 6nce 6teleme sonra dénme, ikincisi ise, dnce donme sonra 6teleme
ile olur. Buna gore, 6nce dtelemeile baglayalim. XOY sistemiile baslangignoktas: (h
, k) olan iki sistemde P = (x,y) noktasinin koordinatlar1 arasinda

x=x'+h

y=y +k
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bagntilar1 vardi. X'O'Y' sisteminin eksenleri O' = (h, k) baslangi¢ noktasi etrafinda
6 acis1 kadar donmesi ile,

x'=x"cos0-y"sin0
y'=x"sin O +y" cos 6

dir. (Sekil 5.6)

\& v
Y,
A
X
0 > X
O"\
> X
0
Sekil 5.6
Kisaca, 6teleme-dénme igin
T R
R2 (hk) R2 0 R2
(x,y) x',y) x",y")

Ry - Ty

(Ro.Tri) (x,y) =Rg (T (x,y))=Re(x-h, y-k)
=((x-h) cosb + (y - k) sinB, - (x - h) sinf + (y - k) cos6 )

Boylece, XOY sistemi ve X"O'Y" sistemi arasinda,

x" = (x - h) cosb + (y - k) sinf

.......... 1
y" =-(x-h) sin6 + (y - k) cosf M
yada
x=X"cosb - y"sinb + h
.......... (2)

y =x"sinO +y" cosO + k

bagntilar: bulunur.
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Simdi, bu bagintilar1 dénme-6teleme ile elde edelim.

v

Sekil 5.7

Once Ry dénmesiile P =(x, y) noktasinun koordinatlar

Ro (x,y)=(x",y") =(xcosB + y sinf , -x sinf + y cos 60)
dir. Baglangic noktast XOY sistemine gore O'= (h, k) olan ve koordinat eksenleri
X'O'Y' sisteminin eksenlerine paralel olan X"O'Y" sistemindebir P=(x, y) noktasi-
nin koordinatlarini bulalim. Once, (h, k) noktasinin X'OY' sistemindeki koordinat-
lar1

Re (h, k) = (h cos® + k sin® , -h sin® + k cosB) = (h', k")
olarak bulunur.

Sonra T, i) Otelemesi ile,

T,y X', ) =T, 1) (X cosB + y sinb , -x sinb + y cosh)
=(xcosh +ysinB-h' , -xsinb +y cosh - k')

elde edilir. Boylece, (T k). Re) (x,y) =", y")

x cosf + y sind - (h cosB + k sinf)
(x - h) cosB + (y - k) sinb

-x sin® +y cos - (-h sinB + k cos6)
- (x - h) sin6 + (y - k) cosb

X" =X cosB + y sinf - h'

"

y" =-xsinf +y cosb - k'

yada

x =X"cosb - y" sinf + h
y =x"sin® +y" cosf + k
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bagntilar1 bulunur. Buradan goriildiigi gibi donme-tteleme dontistimiiile (1) ve
(2) bagintilar: elde edilir.

7. Cozumlu Problemler

7.1. XOY dik koordinat sisteminde P =(2,-1) noktas: verilsin. Bu noktanin

ng .T(5,3) dontistimii altindaki resmini bulunu.

Coziim

Ry . Ty :R*> - R’
(x,y) = (x", y") =((x - h) cod +(y - k) sinf ,
-(x - k) sin6 +(y - k) co®)

dan
1{2 .T(5,.3) : R2 — R2
(2 , —1) — (x" ,y" ) :((2 - 5) cosT6L + (—1 - (—1)) sin% ,

-(2-5) sin% +(-1-(-1)) CO%)

x'=3Y3 19 1_3/2
2 2 T2

y'=314+013-3

2 2 2
bulunur. P noktasimin X"O'Y" sisteminde koordinatlar: (—3% ,%) dir.
Y .
A YA
v
0 > X
- o X"
P= ; 1 6
=1 /6
\ > X
0'= (5, -3)
Sekil 5.8
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7.2. XOY dik koordinat sisteminde 4x? + 9y? =36 denklemi verilsin. Baglangi¢
noktas1 O'=(1,0) olanve koordinateksenleri O' noktasietrafinda pozitif yénde
% dondiiriilerek elde edilen yeni sistemde, verilen denklemi yaziniz.

Coziim
(Rx- Tno))x, ) =Ra(x-1 , y)

=((x-1) codt +ysin®™ , - (x-1)sin™ +ycos™
(- codrysin - (x- 1) sin +ycos]

“(x-1L+vy¥3  (x-1)¥8 4yl
(-0 Loy ?® -1 ey )

2
Buna gore,
X" =(x- 1)% +g y :%((X -1)+13y)
y= ()3 Ly 1314y

dir. Bu bagintilar 4x2 + 9y? =36 da yerine koyularak,

A{(x—l);*/?yr+9|-W/§(x2—1)+y 2=36

yeni sistemdeki denklem bulunur.

YA A
y
v %
/ T \\
- \
[ o
\ d ) >oX=X
N
~ I I

Sekil 5.9

7.3.Bir T Otelemesiile R%t donmesinin bilegkesinin degisimli (komiitatif)
olup, olmadigini gésteriniz.

Coziim

Oteleme-dénme icin;
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(Re - Tee)) (x, ) =Re(Taa) (x, y)

=Rx(x-2, y-1)
=((x-2) cost +(y-1)sin®™ , -(x-2)sin®™ +(y - 1) cod®
(x-2) cost +(y - sin , ~(x-2)sin +(y -1) o)
x'=(x-9)La(y-1). 03 =x 13y 113
2 2 2 2 2
.......... (1)
"o (x-2) Y8 4(y-1). 1= V8 x4 Y 4y3.1
y'=- (-9 ly 1) =D i3 -
elde edilir.
Doénme-6teleme igin;
(T(21) K X,y)= T(21)(xc0§1+y31m , —xsinl+yco§1)
3 3 3
—T(zl)(l-i-v§ rx%—y)
2 2
:(L-‘,—@y_zl_vgx-kz_l)
2 2 2 2
—x 413y
2 2 .......... ()
ﬂ WY
2

(1) ve (2) den
ILT; T = T21) - K;

bir 6teleme ile donmenin bilegkesi degisimli degildir.

7.4.-3x + 5y -3=0 dogrusu verilsin. Bu dogrunun sz donmesine gore, resmi-
nin kendisine dik bir dogru oldugunu gosteriniz.

Coziim
Ra(x, v) =[x codt +y sinf® , -x sirlt + y codt
(3, y) = L+ sirf Lty 2)
den
X' =x codt + y sint =
2 y 2 y
y‘:—xsin%+yco§1=-x

dir. Buna gore,

-3x +5y-3=0 dogrusunuﬂL; dénmesine gore resm
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B(y)+5(x)-3=0
By-5x-3=0

y=-2x-1

W U1

dogrusudur. Bu dogrunun egimimy = % iken -3x+5y-3=0 dogrunun egimi

my ;g dir. my .mp ﬁ é =-1 oldugundan, bu iki dogru birbirine diktir.
Y
A

-3x+5y-3=0

Y

-3y-5x-3=0

Sekil 5.10

7.5. KZ .T(-1,2) Oteleme-donme ile resmi x"? - y" 246=0 olan ifadeyi bulunuz

Coziim

Burada aradigimiz ifadeye 6nce T(i2) doniisiimii, sonra KX dontisimii
uygulanmistir. Bunun igin tiglincti sistemden, ikinci sisteme gegis bagintilarimiz
Ih; ile ilgilidir.

Rx(x',y' :(x' cos® + y sint , -x'sin®L + 'cosl)

2(x',y') &+ y sinfl Lty cod]

den,
X" =x' cos +y' sin® =12 (x' +y'
Ly i = y)
"= X sin® +y' codl =12 (x +y’
y Ly o = (xry)
bagintilar:

x"2-3y"2+6=0 da yerine konulursa,
x?-4x'y' +y?-6=0 bulunur.
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T(1,2 Otelemesiile

T (x,y)=(x-(-1)),y-2) den

X' =x+1
y=y-2

bagintilari ile

x+1)2-4x+1)(y-2)+(y-2)?-6=0

gerekli islemler yapilarak

X?-4xy +y2+10x-8y +7=0

ifadesi bulunur.

Degerlendirme Sorulari

1.

K;r doénmesine gore P=(-1,2) noktasimn gorintiisii asagidakilerd

hangisidir?
A (2,0 B. (2,-1) C. 2,1
D. (2,0) E. (0,-2)

y2-6y-3x+6=0 denkleminin T(j3 Otelemesine gore denklemi nedir?
A. x*>=3y B. y?=3x C. y?=-3x
D. x?=-3y E. x=3y

x2-6x+4y +17=0 denklemini hangi 6teleme ile x?>=-4y seklinde yazi-
labilir?

A. Tas B. Tos) C. Tos)

D. Ts) E. Tpo)

Rz  donmesine gore resmi  2xy =1  olan ifade hangisidir
4

A y2-x2=1 B. x> +y?=1 C. 2y?+2x2=1
D. 4y?-x2=4 E. x2-y2=1

Bir T:R*— R’

(x,y) = (x-1,y+5
Otelemesi ile resmi (8, -3) olan nokta asagidakilerden hangisidir?
A. (-9,8) B. (7,-2) C. (-7,2)
D. (9, -8) E. (5,2)
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6. Asagidaki denklemlerden hangisi herhangi bir Ry dénmesine gére ayni kalir?

A x-y=1
D. x2+y?=1

B. (x-12+(y-1)2=1
E. y?=x

C. x+y=1

7. Asagidaki dontistimlerden hangisi bir esmetrel dontisimdiir?

—_.3 4.4
A X =-2x+=
5 y

5

y'=§x-%y

D. x':x-vgy
2

y' =10 x+y

B. x'=y+2
y'=2x-1
E. X =-y+2
y'=-x-1

8. Asagidaki dontisiimlerden hangisi bir esmetrel doniigiim degildir?

A, xX'=-x
y=-y
D x'=Bx+ly
2 2
':—lx-s-ﬁ
y s > y

9. f:R* =R
(X/Y) - (YI_X)

seklinde tanimli hareket asagidakilerden hangisidir?

A. Donme merkezi 0 ve

B. Donme merkezi 0 ve
C. Donme merkezi 0 ve
D. D6nme merkezi 0 ve
E. Donme merkezi 0 ve

B. x'=x-3
y=y+1

E X':y
y' =-x

NN N

RZT[
Rx

C. X':i(x+y)
V2
1
y' =—=(x-y)
V2
C. x'=y+2
y'=2x-1

10. x-y-5=0 denklemine agagidaki hangi dénme-6teleme déniisiimii uygula-

nirsa y=0 dogrusu elde edilir.

A. T(o,i’.h B. T(j,l).Rn C. To,s5).Ra
V2l 4 W2 2
D. T(S,O).&g E. T(-SIO).KZ
Degerlendirme Sorularinin Yanitlari
1.C 2B 3.E 4 A 5D 6D 7E 8C 98B 10. A
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