Konikler

Yazar
Dog¢.Dr. Hiiseyin AZCAN

Amaclar

Bu tiniteyi ¢alistiktan sonra;

e lise yillarindan da tamidiginiz ¢ember, elips, parabol ve hiper-
bol gibi konik kesitleri olarak adlandirilan geometrik nesneleri
yakindan taniyacak ve bunlarin keyfi bir dik koordinat sistemin-
de denklemlerini elde edebileceksiniz.
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Calisma Onerileri

Bu tiniteyi calismadan 6nce;
e konik kesitleri hakkindaki lise notlariniza goz gezdiriniz.

e diizlemin esmetrel doniisiimlerini (donme ve Gteleme tinitele-
rini) tekrar ediniz.
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1. Giris

Konikler (ya da koni kesitleri) en 6nemli geometrik nesnelerdendir. Analitik geo-
metrinin ortaya ¢ikisiyla 6zellikle koni kesitlerinin incelenmesi ¢ok kolaylagmustir.
Bu inceleyecegimiz nesnelere neden koni kesitleri denildigini daha sonraki bo-
liimlere birakarak, bu nesneleri yalmz geometrik yer tanimlarini kullanarak ince-
leyelim. Bir koni kesiti denildiginde sunesneler anlagilir: Cember, elips, parabol ve
hiperbol. Hatta bir sonraki béliimde gorecegimiz gibi cember de 6zel bir elips ola-
rak algilanirsa temel olarak ti¢ gesit koni kesitinden bahsedebiliriz. Her ne kadar
6zel bir elips olsa da biz cember ile koni kesitlerini incelemeye baslayalim.

2. Cember

Diizlemde verilen bir noktaya esit uzakliktaki noktalarin geometrik yerine bir
cember denir. Bu verilen noktaya ¢emberin merkezi ve alinan esit uzakliga da
cemberin yarigapi denir.

Bu tanimdan sonra ¢gemberi verilen bir koordinat sisteminde analitik olarak ifade

edelim. Otelenmis ve donmiis koordinat sistemlerini de g6z 6niine alacagimizdan,
merkezi (0, 0) baglangic noktas1 almamizda bir sakinca yoktur.

o (X,¥)

Eger bir (x, y) € R? noktast (0, 0) merkezli R yaricapl cembere ait bir nokta
ise tanima gore bunun baslangi¢ noktasina olan uzakligi R sayisina esit olacaktir.
O halde

d((0,0), (xy)) =Vx*+y* =R

yani cember tizerinde bulunan (x, y) noktast x> +y? = R?

kosulunu saglamalidir.
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Tersine (0, 0) baslangi¢ noktasinauzakligi R olanbiitiin noktalar tanimdan dolay1
cember tizerindedir. O halde bir gember, merkezi ve yarigapi ile tek tiirlii belirgin
olarak ifade edilebilir.

[lk olarak diizlemin bir dénmesi altinda gember denkleminin degismedigini gre-
lim. Diizleme bir Rg d6nmesi verildiginde koordinat degisimi

X

X cod - y' sinf \
idi.

y %sin6+y'co£/

Simdi bu degerleri x* + y? =R? denkleminde yerine koyarsak
(x' cos® - y'sinB)? + (x'sin® +y' cosh)? = R2
<x"? c0s?0 - 2x'y' sinfeosd + y'* sin20 + x'* sin20 + 2x'y' sinfeosd + y'* cos?0 = R

2+yv2:R2

< X'

elde edilir. Goriildiigii gibi ¢emberin denklemi Ry dénmesinden hig etkilen-
medi. Bunun nedeni ¢emberin baslangi¢ noktasindan gecen her dogruya gore si-
metrik olmasindandir.

Simdi diizlemin T(, 1,) 6telemesi altinda gember denkleminin nasil degistigini go-
relim. Bildigimiz gibi T, p) dontistimii

T y) = (xa,y-b) yani x=x"+a,y=y +b

olarak tanimlanmigti. Bu koordinat degisimi x> + y?> = R?> c¢ember denkle-
minde yerine konulursa:

(x-a)? + (y-b)? =R <« x"2

+ y'2 = R2

< x>+ y2-2ax-2by +a2+b>2-R2=0

seklini alir.

Bu son elde edilen denklemi sifirdan farkli bir A sayist ile carparsak

Ax2+ Ay? + 2aAx + 2bAy + A(@>+b2-R?») =0 (7.1)

(a, b) € R> merkezli R yaricapl en genel ¢cember denklemini elde etmis olu-
ruz. O halde ¢cember denkleminde

* Xx.y teriminin katsayust sifir,
e x2 ve y? terimlerinin katsayilar: egittir.
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Bu durumda dogal olarak bu kosullari saglayan her denklem bir gemberi midir so-
rusu sorulabilir.

Ax> + Ay + Bx + Cy + D = 0
denklemini g6z 6niine alalim. Biitiin katsayilar1 A ile bélerek

X2 +y2+Bx +Cy 1D —
y A AY

A

denklemini elde ederiz. Eger bu denklem (a, b) merkezli R yarigapli bir cemberin
denklemi ise bunu (7.1) denklemi ile kargilagtirarak

7

2a=B 23 -C o 4-B p_C
A A 2A 2A

merkez koordinatlar: (%/i) olarak elde edilir. $imdi yarigap:r belirleye-

lim. Yaricaptakien 6nemli kisit, yaricapin pozitif bir gercel say1 olmasidir. Yine son

denklemimizi (7.1) denklemi ile kargilagtirarak

2 2
D _ (i) + (L) -R? elde edilir.
A 2A 2A

Buradan

R? _B*+C “4AD  olur
4A

4 A2>0 ve R>>0oldugundan B?> + C? - 4 AD > 0 olmalidir. Bu durumda
yarigap

2 2
R =, /B +C-4AD :i B> +C*-4AD dir.
4A

Birkag 6rnekle bu anlattiklarimizi pekistirelim.

Ornek

(-1, 2) merkezli 3 yaricapli gemberin denklemini yaziniz.
Coziim

Bu ¢cemberin denklemi

(- (DR + (y-22 =9
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< X2+ y2+2x-4y -4=0
olarak elde edilir.
Ornek

2x2 + 2y2 + 3x - 2y +1 = 0 denklemiyle verilen egrinin bir gember olup ol-
madigini inceleyiniz.

Coziim
Denklemde biitiin katsayilar 2 ile oranlanarak

X +y? +3x -y +1l =0 olw
Y 2 Y 2

(Eger formiilleri animsayamazsaniz kareye tamamlama yontemini izleyebilirsi-

niz).
2 +3x =x2 +3x +9 -9 =(x+§)2 .9
2 2 4 4 2 4
2
2' == 2' +l—l :( -l) _l
y -y=y -y 11 y 5 A

g o 3
2 2 4 4 2
= (X+§)2 +(y_l)2 +-9-1+4 _ |
2 2 4
-y 2
2 2 2

elde edilir. O halde denklem (-%, ) merkezli ve \/% yarigapli bir ¢ember

gOsterir.

N =

Cemberin ¢cok 6nemli bir bagka analitik ifadesini de asagidaki sekilde elde edebili-
riz. Bu parametrik form yardimiyla geometrinin bir cebir probleminin ¢6ziimiinde
nasil ¢ok gtizel bir sekilde kullanildigini gorelim.
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m = tana € (-, +©)

y=mx+1

y = mx + 1 dogrusux®> + y?> = 1 birim ¢emberini iki noktada keser. Bu nok-

talardan bir tanesi (0, 1) dir. Digerini ise hesaplayalim.

y = mx + 1
\=>x2+(mx+1)2:]
X +y2:1

2

< X5+ 1'1’12x2

+2mx + 1 =1

o M+1)x2 +2mx =0

< x=0 yada x=-2m_
m® + 1

elde edilir. x=- —2M ¢ kargihk gelen y degeri
m? + 1

y:mx+1=y=n‘(-27m)+1
m?+1

2
m +m?+1 _1-m?
m?+1 1+m?

elde edilir.

-2m
2

Bu durumda ¢ember ile dogrunun kesistigi diger nokta

Yani gember tizerindeki keyfi bir (x, y) noktasinin koordinatlar:

_2m , _1-m?
1 +m? 1 +m?

m+1l1+m

1-m’ dir.
2

seklindedir. Bu parametrizasyonun bir sonucu olarak x> + y? = z2? seklindeki
Pisagor tigliilerini belirleyebiliriz. Yani X, y, z tamsayilar olmak tizere
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X2+ y2 = 72

denklemini ¢6zebiliriz. Yukaridakibirim gemberin parametrizasyonunda m dog-

runun egimini bir rasyonel say1 alirsak m -k , k, 1 € Z (tam sayilar kiimesi)
ve 1 =0, bu durumda 1

k
X:_zl _ 2k P _ o2
14K A K +1? K* +12
12
1.k
y = 12 = 12K . 12 = 12-K? olurlar.
14K 1> K+ 1Pk
12

Bu (x, y) siraliikilisi birim ¢embere aitbir nokta oldugundan birim ¢cemberin denk-
lemi olan x> + y?> - 1 = 0 denklemini saglar. Denklemde x ve y yi yerine

koyarsak:
ok VL (12-k2)
(- ) +|+ = +1 =20
K2 +12 12 +K2

e @)% +(12-K)" = (12 +K) olur
Yani x*> + y? = z? denklemini bazi ¢oztimlerinin k, 1 tamsayilar olmak tizere
x=2kl , y=P2-K , z=101+Kk

olur. Yine birim ¢emberi inceleyerek biitiin ¢6ziimlerin bunlardan ibaret oldugu-
nu da siz gosteriniz. Ornegin k =107 ve 1=53 igin

= 2kl = 2.107.53 = 11342
=12 - kK = 53? - 107> = -8640
z =12 + k2 = 532 + 1072 = 14258

X

~<

olur. Yalnizca ¢ok pratik bir Pisagor sayilari tireteci elde edilmekle kalinmayip, bii-
tiin Pisagor sayilarini veren bir yontem gelistirilmis oldu.

3. Elips

Elips cemberin biraz deforme olmus formu olan bir geometrik nesnedir. Tanumi su
sekilde yapilabilir.
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Diizlemde verilen F; = (aj, b)) ve F, = (a2, by) noktalarina uzakliklar: topla-
mu verilen sabit bir a sayisina esit olan noktalarin geometrik yerine bir elips de-
nir. Bu verilen (aj, b1) ve (a2, by) noktalarina elipsin odaklar: denir.

Baglangig olarak odaklar1 ¢ >0 olmak tizere F; =(c,0) ve F, =(-c, 0) nokta-
larinda olan ve odaklara uzakliklar1 toplami 2a ya esit olan noktalarin geometrik
yerinin analitik ifadesini elde edelim:

X

X=(xy)

Y
<

F2=(-c,0) F1=(c,0)

(x, y) € R? noktas: ad1 gegen elipse ait bir nokta olsun. Bu durumda tanim ge-
regince

Vix+9 +y2 +V(x-9 +y* = 2

< V(x-9* +y?> = 2a-V(x+9* +y?
& (x-9* +y* = 4% - dal(x+9* +y* +(x+9* +y?
< 0=4a” - 4a V(x+d +y? + 4xc

e a2+ xc = dx+2xc+ +y?

o a* +2a’xc +X*F =a?x? +2a’xc +a’d +aly?
e X*Jd -x*a? -y*a? =a’d -at
o xX2(P-a?)-y?a? = a’(P-a?)

Fi X F, ti¢geninde iki kenar toplami f{iclincii kenardan biiyiik oldu-
gundan 2a>2c< a>c dir.

Bu durumda a-c>0. Eger b? = a?-c? denilirse

b +y*a? = a’b e XYy
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elde edilir. Acgik¢a goruldugi gibi eger (x,y) noktasi elips tizerinde ise (-x, y)
noktasida elips tizerindedir. O halde elips y eksenine gore simetriktir. Diger yan-
dan(x,y) elipse ciftise (x, -y) ve (-x, -y) noktalar1 da elipse ait oldugundan elips
hem x eksenine hem de baglangi¢ noktasina gore simetriktir. Denklemden goriile-
cegi gibielips x eksenini (a, 0) ve (-a, 0) noktalarinday - eksenini de (0, b) ve (0, -b)
noktalarindakeser ve b<a oldugundan x eksenine elipsin biiyiik eksenivey-ek-
senine de elipsin kiigiik ekseni denir. Elipsin eksenleri kestigi(a, 0) (-a, 0), (0, b),

(0, -b) noktalarina da elipsin kdgeleri denir. Son olarak € = § € (0, 1) sayisina
daelipsin dig merkezligi denir. Eger e=0 isec=0 olur ve dzel bir elips olan cember

elde edilir.

Yukarida elde ettigimiz elips ile devam edecek olursak, denklemleri X :% ve
x=-a
e

% >a ve -%< -a  dir. Dolayisiyla Sekil 7.1 de goriildiigi gibi elipsin her iki

denklemleri ile verilen 6zel iki dogru vardir. 0 <e<1 oldugundan

yaninda yer alirlar.

ol

—_
ol

Sekil 7.1: Odaklar1 F1 = (¢, 0) ve Fp = (-c, 0) Noktalar1 Olan Merkezil Elips

Bu dogrulara elipsin dogrultmanlar1 denir. Bu dogrultmanlarin elips igin 6zel
iki dogru olduklarim gormekigin F;=(c, 0) odagini, x=2 dogrultmanim
ve elips tizerinde bir X = (x, y) noktast alalim. Bu X noktasin1 F; odagina olan
uzakhigr:

d(x, F1) = V(x-9* +y?

2

2 2
= \/x2 S2xc+3 +b° - b2 X—i +y—2 =1 oldugundax}
a

o

a2

2
= \/(1 -b) X2 - 2xc +& + b
a’ oldugundan
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= Ve2x2—2xea+a2

= a-ex olur. (a-ex>0 oldugundar

Diger yandan X=(x,y) noktasmn X=% dogrusuna olan uzaklig: ise

a _x =1 (a-ex) dir
e e
O halde
(x, y) noktasimun (c, 0) odagina uzaklig
N N . € (7.2)
(X, y) noktasmn x = % dogrultmanina uzakligi uzaklig
ve benzer yontemle asagida verilen esitlik de elde edilebilir.
(x,y) noktasinin (-c, 0) odagma uzakhg e (7.3)

(x,y) noktasimin x =-& dogrultmanina uzaklig
e

Aslinda bu elde edilen son iki denklemin her biri elipsin tanimi olarak alinabilir.
Bunu su sekilde gorebiliriz. Bir (x, y) € R? noktasi (7.2) denklemini saglasin
yani:

2 2
(x-9 a+y = e olsun. Bu durumda
X -
e

(x-9* +y* = ez(x -%)2

X2 - 2xc +& +y? = e’ - 2aex +a?
(1-¢?) +y2 =a?-@ (c=a.e oldugundan2xc = 2aex dir)

a2 >¢ oldugundanb2 =a’-2,¢e = % yazarsak
a

22, 2.2 22 2 Y
b’x* +y“a® =a’b” & X +2- =1
a2

elde edilir.

Bu durumda elipsin tanimi olarak diizlemde (7.1) yada (7.2) 6zelligini saglayan
noktalarin kiimesi olarak alinabilir.

Son olarak her iki simetri ekseninin ara kesiti olan noktaya gemberden esinlenerek
elipsin merkezi denilebilir. Bizim yukarida kurulusunu verdigimiz elipsin mer-
kezi (0, 0) baslangic noktasidur.

Simdi elipsin denkleminin diizlemin dénme ve Gtelemesi altinda nasil degistigini
gorelim. Oncelikle

T, p(x, y) = (x-a,y-P)
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Otelemesi altinda elipsin denkleminin degisimini inceleyelim.

2
x=xX-a, y=y -fkoordinat degisimi Li +Y_ =1 denklemine uygulanir sa:

a b
' 2 ' 2
(¢-aP (v -BF _
a? b
2oy 28 i
o X +y IR “y +o 4+ P =1
a2 bZ a2 b2 aZ b2
2
O N By sy By (7.4)
a2 b2 a2 b a2 b2
elde edilir.

Simdi bu durumun tersine bakalim. Yani

Ax? + By? + 2Cx + Dy + E = 0 denklemiyle verilen egrinin ne zaman (7.4)

tipinde bir elips denklemi olacagini inceleyelim.

(7.4) denkleminde x> ve y”nin katsayilari 1 ye 1 aym isarete sahiptirler, o
a
haldeya A>0ve B>0yada A<0OveB<0 olmahclujt.J A>0 ve B>0 olarak alirsak

kareye tamamlama ile
Ax2> + By2? + Cx + Dy + E =0

=>A(x +C) (y +D) c —D72+E=0
2B 4A 4B

= A(X +C) (y +D) —i+D—2-E olur.
2B 4A 4B

Budurumda C 4D’ _ E >0 olmaldir. Eger A >B ise kolayca goriilebilir ki
bu 4A 4B

denklem merkezi (_ < _L) noktasinda ve eksen uzunluklari
2A 2B

ac, | C 4+ C B e b,—\/ C ,D _E
4A% 4AB A 4AB 482 B

olan bir elipstir.

A < B durumunu da benzer sekilde siz inceleyiniz.
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Ornek

4y? + x%2 - 8y + 4x + 4 = 0 denklemi ile verilen egrinin bir elipsin oldugunu
gosteriniz. Bu elipsin merkezini, odaklarini ve dogrultmanlarini belirleyiniz.

Coziim

4y? + X2 -8y + 4x + 4 =0
4(y2-2y) + x> +4x +4 =0

¢

< 4 (y?-2y+1-1)+(x+2)?=0
< x+2P +4(y+12-4=0
2
o (2 +(y-1 =1  elde edilir

4

O halde merkez (-2, 1) noktasive a?=4,b%?=1 oldugundan c?=a? -b?> =3

olur. Budurumda e =€ =¥3 ve dogrultmanlar x + 2 = =4
a 2 V3

y y
_ 4 4
=2 -— =- —
§ V3 A A x=-2 N

(2.2)

.\

(—4,1)/ 2, \(0,1) oy
@ (-2+4W
- X

(-2,0)

olur.

Diizlemin Ry doénmesi altinda elipsin denkleminin hangi formu aldigim da go-
rebiliriz.

x = x' cosB - y' sin®
y

x'sinf + y' cosd

2
koordinat degisimi altinda, X LY 1 denklemi
a? P

(X' cosf-y' sin6) +(x' sinf + y' cosd)”

a? a?
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- (Cosze + sin26) x'2 4+
a2 b2

sin°0 + cosze) yvz +(_ sin°0 + sinze) Xy' =1
22 b2 a2 b2

= (b*cos0 + aZsin’0)x'? +(b*sin’0 + a2cos?)y'? +sin’0(a?-b*) x'y' =al b’
( y y

ifadesi elde edilir. Goriildiigii gibi bu ifadede x'”nin ve y'” nin katsayilarmnm
her ikiside ayn isarettedir.

Son olarak dtizlemin bu 6telemesi ve dénmesi altinda dogrultman ve odaklarina
da ayn1 hareket uygulanir. Simdi 6rnekleri inceleyelim.

Ornek

Koseleri(0,0),(4,4), (1,3), (3, 1) noktalari olan elipsin denklemini yaziniz, dogrult-
manlarini ve dig merkezligini hesaplayiniz.

Coziim

Diizlemde bu noktalar: isaretlersek

(4. 4)
3

(CRY)

0,0)

Sekilden gortildiigi gibi elipsin biiyiik ekseni (0, 0) noktasin: (4, 4) noktasina bir-
lestiren dogru tizerindedir. Bu noktalar arasindaki uzaklik 2a idi. O halde

2a=V42+4* =42 = a=22 olur

Benzer sekilde kiiciik eksen uzunlugu

2b =/(3-17 +(1-3 =22 = b=V2 olu

Ote yandan c2 = a? - b? oldugu animsanirsa:

c=V8-2 =16 olur

O halde bu kosullar1 saglayan merkezil elips
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¥
A
(042
o
(2,00 \ (V6,0) (6, 0) (@2,0)
0,v2)
n "2
denklemi X'* +Y  — 7 dir. Buelipsin dig merkezligi e=C¢ — V6 _V3 ve
8 2 a /2 2
dogrultmanlar1 x" =2 _2/2 _4/2 ve X' = 42 dogrularidir. Simdi diizlem
e y3/2 V3 V3

i kadar dénme verip ve (2,2) Gtelemesi yaparsak elde edilen merkezil elip-
sin goriintiisli istenen elipstir.

Asagidaki sekilde belirtildigi gibi

s
N
(

<

Once x"O'y" koordinat sisteminde denklemi

"2 +y"2 _ ; olanelipsi x'Oy' koordinat sistemindeki denklemini yazalim:

8 2

X

X' =L (x +y),y" =v%(—x' +y) (Gzioldugunda)

V2
Loy (LX)
(ﬁ + ﬁ =1
8 2
Xv2 +yv2 + z)zyv +Xv2 _ 2)(Vyl + y|2 _
16 4
5x'2 +5y'% - 6xXy' =16 elde edilir.
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O' noktasinun xOy sistemindeki koordinatlari (2,2) oldugundan

x =x-2, y' =y - 2 kullanilarak

5(x-2)2 + 5(y-22 - 6(x-2)(y-2) = 16
5x% +5y? -6xy - 20x - 20y = 0

denklemi elde edilir.

Dogrulmanlari i¢inde ayni islem yapilirsa

x”=4f\/;ve X = -4/ 2
3 3

1 N a2 vl (o Y=o /2
=>v§(x +) 4\/3veﬁ(x +y') :

olur. Nihayet xOy sisteminde

d(x -2 A =4/2 vel (x -2 D = 42
\/E(X +y -2 %Veﬁ(x +y -2 ﬁ

©x+y-4i:OVex+y-4 0
V3

8 -
3

dogrultman dogrulari elde edilir.

4. Parabol

Cember ve elipsten sonra diger bir 6nemli konik paraboldiir. Parabol de diger ko-

nikler gibi asagidaki sekilde tanimlanabilir.

Diizlemde bir F = (a, b) noktasina ve bir 1 dogrusuna ayni uzaklikta olan noktalarin
geometrik yerine bir parabol denir. Eger X parabole ait bir nokta ise

- d(X, 1)

d(X,1) = d(X, F)
d(X, F)

olur. Burada adi gegen 1 dogrusuna paraboliin dogrultmani ve F = (a, b) nok-

tasina paraboliin odag1 denir.

Simdi ilk olarak a>0 olmak tizere odag: F =(a, 0) noktasi ve dogrultmani x =-a
dogrusu olan paraboliin analitik ifadesini elde edelim.
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y
Ix+al
I E R €%
//
//
/
¢ > X
F=(a, 0)
X=-a
d((x,y),1) = Ix+al \

degerlerini tanima gore esitleyerek paraboliin

d((x,y),F) =4/ (X—a)2 +y2/

analitik ifadesini elde edebiliriz.

Ix+al =V (x-a)? +y?

< x*+2ax+a? =x*-2ax+a’+y?
2
< dax =y

Ohaldeodag: F=(a, 0) vedogrultmani x=-a dogrusu olan paraboliin denklemi
y? = 4ax

elde edilir. Diizlemin 6telemesi ve donmesi altinda diklik ve uzakliklar korunaca-
gindan x ekseninin goriintiisii dogrultmanin goriintiisiine dik kalmaya devam
eder. Bunedenle dogrultmana dik olan dogruya (bizim denklemini elde ettigimiz
parabolicin x eksenine) paraboliin asal ekseni denir. Parabol asal eksenini birnok-
tada keser (bizim denklemini elde ettigimiz parabolde (0, 0) noktast) bu noktaya
paraboliin kosesi denir. Agik olarak goriindiigii gibi parabol asal ekseni olan x ek-
senine gore simetriktir. Yani (x, y) parabole ait bir nokta ise bunun x eksenine gore
simetrigiolan (X, -y) noktasi da parabole aittir. Bu bilgilerle paraboliin sekli kabaca

A7

xy)

(0,0) F= (a, 0)

Sekil 7.2
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olarak ¢izilir. $imdi bu elde ettigimiz parabole 6teleme ve donme déniisiimlerini
uygulayarak keyfi dogrultman ve keyfi odaga sahip olan parabol denklemlerini el-
de edip bunlarin 6zelliklerini belirleyelim. Ilk olarak diizlemin T, p) Oteleme
doniisiimii altinda incelemeye baslayalim.

T, p:R> = R?, Tepxy = x+a,y+p)

Oteleme doniisiimi verilsin.

0'= (o p

x'O'y" koordinat sisteminde odagi F' = (a, 0) noktasi ve dogrultmam x = -a
dogrusu parabéliin denklemi

Xv2 _ 4ay|

diir. Simdi buradan orjinal koordinat sistemine gegersek x' = x-a, y =y -p
degisken degisimiyle

(x-a)? = 4a(y-p)
< x2 - 20x + o = 4ay - 4af
< X2 - 20x + 4ay + o? + 4af = 0

elde edilir. Goriildugii 6telenmis bir parabol denklemi y? terimi icermez.

Simdi benzer olarak diizlemin Ry doénmesi altinda parabol denkleminin ne hal
aldigini gorelim. Diizlemin

Ro (x, y) = (x cos® + ysin® , -xsin® + y cos6)
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i
Y

x'O'y" koordinat sisteminde odag1 bu koordinat sisteminde (a, 0) ve dogrultma-
niyine x'O'y' koordinat sisteminde x =-a dogrusu alan paraboliin denklemi

Xv2 _ 2ay|

diir. Bu parabéliin xOy orjinal koordinat sistemindeki denklemi

Al

X

X cosb + y cosO

x cosO + y cos0
koordinat dontistimii kullanilarak
(x cosB + ysinB)? = 4a (-xsinb + y cosb)
< x2c0s?0 + 2xy sinb cos® + y2sin?0 = -4ax sinf + 4ay cosf
< x%cos?® + y?sin?0 + xy sin?0 + 4axsin® - 4ay cosf = 0
seklini alir.
Budurumdakeyfibir paraboliin denklemi dénme 6telemeile kolayca yazilabilir.

Ornek

Dogrultmani 2x +y - 1 =0 dogrusuveodag: F=(0,0) noktasiolan paraboliin
denklemini yaziniz.

Coziim

Oncelikle dogrultman ve odag diizlemde geometrik olarak gosterelim.
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asal eksen

Asal eksen, odaktan gegip dogrultman dik olacagiicinegimi m=1/2 ve denklemi
y =1 x dir. Dogrultman ile asal eksenin kesim noktasi
2

1y
Y 2

denklem sisteminin ¢oziimiinden
2x+y-1=0

7

(x,y) = (Z l) bulunur. O halde dogrultmanin odaga olan uzaklig

5 5
2a=q/4+1 -1 ol
25 25 5
Yani a = —L_ elde edilir. Devamla paraboliin kosesini (l, i) noktast ola-
2/5 5 10
rak hesaplayabiliriz. Bu bilgilerle 6nce a = L ve odag1 (L, 0) dogrult-
2/5 2/5
mam x = - L olan paraboliin denklemi
2/5
X¥=41ly o =2y
2/5 V5
olur.
—
X = Ve ) y
(2759
275
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Simdi bir Rg doénmesi uygulayarak paraboliin asal eksenini y = 2x dogrusu
yapalim. Yalniz bu dénmeyi uygularken yonede dikkat ederek dénme agisini he-
saplayalim.

dik tiggeninde sinf _1/5 _V5 ve co@=2/5 25 olur. Yén nedeniyle
1N5 5 1WN5 5

donme agis1 0 yerine 6 + xt olmalidir.

sin (0 +n):-sin6:-% , co{0 +n):-cosﬁz-% dir.

Bu durumdax® = 2 y paraboliine
V5

Ron(xy) =( -2 x 15y 155 215 )

dénmesi uygulanarak:

]2 (32

= %(2x + 7 ://Z;/E(X -2y)

o g(zﬂ}y = (x -2y)

olur. Bu paraboliin grafigi

Bu paraboliin dogrultmani ise X = -2 dogrusunun goriintiisii olacaktir. Bu

2/5

gorilintii ise
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205 V5 1
5 5 2/5
o W, BB
5 5 2.5
2 -1
= X+y )

olur. Simdi son olarak baslangic noktasi paraboliin kosesi (%,%) noktasi-

na Gteyelim.

x—x-1 y—y- 1% koordinat degisimi uygulanirsa paraboliin denklemi

2(x-1) +y L =1
5 Y 10 2
e 2x +y-L=1
Y 2 2
< 2Xx+y-1=0 eldeedil
Bir bagka 6rnek olarak
y
J
(3.2

Sekilde gorildugii gibikosesi (3,2) noktasi ve odag: F=(4, 3) noktasi olan parabo-

liin denklemini yazalim.
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Coziim

Paraboliin ekseni (3,2) ve (4, 3) noktalar: tarafindan belirlenen dogrudur. Bu dog-
runun denklemi x-y-1=0 dir. Diger yandan paraboliin parametresi

2a=2d((3,2),(4,3)=2V(3-4)7 +(2-3) =22 dir.

Bu durumda dogrultmani x =¥2 dogrusu odag1 (2, 0) noktasi olan paraboliin
denklemi »*=4/2y olup grafigi 7.3'deki gibi gizilir.

(wa',O)

x=-/2

Sekil 7.3

Bu parabole dénme ve 6teleme uygulanarak sorudaki parabol elde edilir. Once
donme agisin1 odak ve kdse yardimiyla hesaplanabilir.

y
A @3)

V2

3.2) 1

Sekilden 6 =T hesaplanir. Hatta sin 6 = co® =1 dir.
4 V2

Ohalde Rrm dénmes
4

RE(X/y):LXJrLy,—Lx-}-Ly
4 V2 W27 W2 2

:%(X+y,-x+y)
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koordinat degisimi x*=4/2 y denklemine uygulanirsa

(%(x +y)

=y =aexry)

2
_ 421
(ﬁ(xw)

olur. Son olarak diizlem (3, 2) kosesine Stelenirse
T(3, 2) (X/ Y) = (X - 3/ y - 2)
koordinat degisimi ile

%(X-3+y-2)2=4{-x+3+y-2)

o (x +y-5=8y-x+1

elde edilir.

5. Hiberbol

Onceki kisimlarda dig merkezligin e=0,0<e<1 ve e=1 olmasi durumlarini ince-
ledik. Bu durumlarda elde edilen koni kesitleri sirastyla cember, elips ve parabol
idi. Simdi kalan tek durum olan e >1 durumunu inceleyecegiz.

e>1 ve ¢>0 olmak izere, elipsteki kurulusa paralel olarak, (c, 0) noktasini bir

odak ve x =€ =cle _a (a = £ olarak tanmimland1 ) bir dogrultman dog-
2 e e e

rusu olsunlar. e>1 oldugundan @ <a<c dir. Bu giristen sonra hiperbolii ta-
e

nimlayalim.

Diizlemde odaga uzakliginin dogrultmana uzakligina orani "e" olan noktalarin
geometrik yerine bir hiperbol denir.

y

= — —s (Y
X
(C.0
x=2a
e
Sekil 7.4
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Sekil 7.4 de de belirtilen uzunluklar: kullanarak tanim geregince

V(x-9* +y?

3 = e yazilabilir. Bu esitligi basitlestirirsek:

X -

o

V(x-9* +y* = %x—% =lex -

< (x-0)? + y? = (ex-a)?
< x2-2cx + ¢ + y? = e2x? - 2aex + a’
< x2(1-€?) + y? = a? - ¢ (ae=c oldugundan)

¢>a oldugundan b? = c?- a? olarak tamimlanirsa
2
b = az(%—l) =a%(e?-1) « 1-e2 = —b—z olur

a a

Bu tanimlamalar kullanilarak:

olur.

Benzer sekilde (- ¢, 0) noktasini odak ve x = -& dogrusunu dogrultman ola-
e
rak alsaydik yine aynihiperbolii elde edecektik. (Bunu hesaplayarak gérmeye cali-

siniz.)

(7.5) denklemine yakindan bakilirsa elips gibi hiperbol de x-eksenine, y eksenine
ve baglangi¢ noktasina gore simetriktir. Yine elipsteki gibi baglangi¢ noktasina hi-
perboliin merkezi denir. Yine (7.5) denkleminden x-eksenini (a, 0) ve (-a, 0) nok-

talarindan keser. Bu iki noktaya hiperboliin koseleri denir. Diger yandan hiper
2
bol y-eksenini kesmez. Ciinkii (7.5) denklemin de x =0 alinirsa -y—z =1 olur
b
ki bu imkansizdir.

Hiperboliin tanimida elipsicin verdigimiz orjinal tanima benzer olarak da yapabi-
liriz. Eger (c, 0) ve (- ¢, 0) noktalarini odaklar olarak alirsak. Bu durumda diizlem-
debu iki noktaya uzakliklari farkinin mutlak degeri sabit olan (bu sabiti 2a alalim)
noktalarini geometrik yerine bir hiperbol denir.
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y
A
X=(x,y)
d1 d2
4 X
(-c,0 =F2 (c,0 =F1

X F1F, ti¢geninde iki kenar farki d; - d; tigiincii kenar 2c¢ dan daha kiigiiktiir.
Yani d; - d;=2a<2c < a<c olur. $imdi bu uzakliklari hesaplayarak hiperbo-
liin analitik ifadesini bu yolla elde edelim.

‘d1-d2‘ = 2¢

o [V(x+97+y? - V(x-9*+y?| =2a  olur.

Bu son esitligin her iki tarafinin karesi alinirsa  (bu sayede mutlak degerden de
kurtuluruz).

(x+9° +y2-2V(X+Q2+y2 +V(X-C)2 +y? = &?

o XAy?+d-2a% =V(x+d +y? V(x-9? +y?

< Xyt +d +dat + 23y + 23 + 2§23 - dx%a? - dy?a? - 4fa?
=yt + -3 + 2%y + 2y

< A'+437 -4’ -4y*a?-4da? = 0
X (P -a?) -y?a? =a*(?-a?)

2
c>a oldugundan b4 ?-a? olarak tamimlanirsa Xi - y2 =1 elde edilir.
a® b

Yine aym denklemi elde ettik. Islemi tam yapmis olmak igin diger yénde ispati siz
yapinz.

Yakindan bakilacak olursa hiperbolle yakindan ilgili olan iki tane dogru vardur.
Egerbirinci dordiinctii (x, y) noktalarini gz 6ntine alirsak ((x, y) birinci dordiinde

oldugundan x>0, y=>0 dir).

Buradan

D g

y =bV{x?-a2 < by dir
a

Simdi yeterince biiytik x'ler i¢in birinci dérdiindeki hiperbole ait (x, y) noktalari-

nn y = E x dogrusuna olan diisey uzaklik
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by_.yv=by_byy2_32

aX y aX a X~ -a
=h(x- x2-a2)
a
:h(x+sz-a2)(x-sz-a2)
a x +Vx? - a2
_b a* <ab  olyr.
A x +Vx2 - a2 X

) 2

Yani Px - y <@ dir. Diger yandan y = P x dogrusuX. -¥_ =1 hiperboli
a X a a2 B

ile kesismez. Clinkii

2
B2
X _a?
a2 B2
= X% - X% =1« 0 =1olurki buda bir geligski verir. Yukarida ise yeterin-

a? a
ce buytk x'ler icin hiperbol tizerindeki (x, y) noktas: da y =2 x dogrusun
a

yeterince yakindur.

Bunedenle y = g x dogrusuna hiperboliin asimptotu denir. Simetriden dola-
yl y = -bx dogrusu da hiperboliin diger asimptotudur. Simdi bazi sayisal
a

ornekler yapalim.
Ornek

Odaklar1 (+3,0) noktalarinda ve asimptotlar1 y = + %x olan hiperboliir

denklemi nedir?

Coziim

(-3,0) 3,0)
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o |5

% a = 5b olmalidir. Diger yandan b’ = -a2 = b’ =9 -a olur
Buradan b*=9 - 2%* < 24° =9, b 2/6 ve a =% olur. O halde

hiperboliin denklemi:

600 2 600 24

2
Xi_yi:1© 9 -iy =1 olur

4

9

Bu hiperboliin dis merkezligi e =€ =—3_  olur. O halde dogrultma
a  10/6
2
dogrular1 x = +10V6 /3 _ 10W/g) - +600 dogrularidir.
3/1006 3 9

Simdi diizlemin 6telemesi altinda hiperbol denkleminin nasil degistigini gérelim:

T, p (X, y) = (x-a,y-p)

2 - )2 a2
Stelemesi altmda X =Y~ = 1 hiperbolii de (x-o) (y-#) =1

az b2 az b2
hiperboliine taginur.

Bu durumda odaklar Ti«,p) (£ c,0) = (£ c -a, ) noktalarina, dogrultmanlari

a =(+a _ i i S = 4a _
T(a,ﬁ)(ir o O) (i o a, [3) olur. Yani yeni dogrultmanlar x J_re o olur.
Son olarak asimptotlar T(a’ﬁ)(X , if x) = (x -o, J_rah X - |3) olur. Yani yeni

asimptotlar -y- f = ib(x—a) olur.
a

Simdi 6telenmis hiperboliin denklemini agik olarak yazarsak:

(x-of (v-B° _.

a2 b2

e Ly -iy2 20 +@y +ol -B—Z -1=0
a2 b2 a2 b2 a? B

< b5 -a’y? - 2ob’x + Paly + b - ap’ - a’ = 0

olur.

Simdi su 6rnegi inceleyelim:
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Ornek

3x2 - 2y? - 6x - 8y - 11 = 0 hiperboliiniin koselerini, odaklarini, dis mer-
kezligini, dogrultmanlarini ve asimptotlarini bulunuz.

Coziim
Kareye tamamlayarak

3x% - 6x - 2y? - 8y - 11 = 0
3(x2-2x) - 2(y?+4y) - 11 =0
3[(x-1)2-1] - 2[(y+2)?> - 4] -11 =0
3(x-1)? - 2(y+2)2 =6

- (x - 1)2
2

2
- (y Al 2) = 1 elde edilir.
3
Ohalde a2=2= a=V2 ve b’=3= b=V3 olur. #=b"+a2=5= c=/5
ve e zf = 1/% bulunur. Hiperboliin merkezi (1,-2) oldugundan odakl:

(1 +V5, -2) noktalari, dogrultmanlar x - 1 = iw/% ve asimptotlar ise

y +2= iq/% (x - 1) olarak elde edilir.

Simdi diizlemin bir Re donmesi altinda hiperbol denklemin nasil degistigini
gorelim.

Rg (x,y) = (xcosB - ysinB, xsin® + y cosB)

donmesi altinda

X Y _q hiperboliintin goriinti

' H-v' si 92 ' sinO + V' £2
(X' co -y’ sinf)” (x' sind+y' co ) =1 seklini alir.
a2 b’

Odaklar, dogrultmanlar ve asimptotlarinda Rg altindaki goriintiileri yeni odakla-
r1, dogrultmanlari ve asimptotlari verir.

Son olarak asimptotlari biribirlerine dik olan bir hiperbola bir ikiz kenar hiperbol
denir.
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Ornek

1l

1,3 2,2
[

F2

Sekilde verilen hiperboliin denklemini bulunuz.

Dzet

Bu iinitede belki de analitik geometrinin gelismesindeki en onemli motivasyon olan konik
kesitlerini tanimladik ve simiflandirdik. Donme ve oteleme doniisiimleri kullanarak keyfi
bir koordinat sisteminde bir elipsin, bir paraboliin ya da bir hiperboliin analitik denklemi-
nin ifadesinin nasil elde edilebilece§ini gordiik.

Degerlendirme Sorulari

Y (3.4)

(1,3)<:>(5,3)

(3.2)

1., 2., 3. ve 4. sorular1 yukaridaki sekle gore cevaplayiniz.

1. Elipsin denklemi agagidakilerden hangisidir?
A x> +4y?-6x-24y +44=0
B. 2x%+3y?-6x-24y +44 =0
C. xX2+y?2-xy-24y +44=0
D. x2+2y?-6x-24y +44=0
E. x?+3y?-24y-6x=0
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2. Elipsin dogrultmanlarinin bir tanesinin denklemi nedir?

A 2
2/3
B. /3
2
c. 1
2
D. L
V2
E. L
V3

3. Elipsin dis merkezligi nedir?

A.

N
S e PR @ B

4. Elipsin odaklarindan birisi nedir?
A. (1+V3,3)
B. (2-13,3)
C. (3,4-V3)
D. (3,2+V3)
E. (5-V3,3)
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(2.2)

x+y=1
5., 6. ve 7. sorular1 yukaridaki sekle gore cevaplayiniz.

5. Paraboliin asal ekseni asagidaki dogrulardan hangisidir?

A y=x

B. y=x+1
C.y=x+2
D.y=-x

E. -y=-x+1

6. Paraboliin parametresi asagidakilerden hangisidir?

>

n w
P2 e Bl

m o

7. Paraboliin odag agagidaki noktalardan hangisidir?

—_

A. (4,49
B.

a1
NS

0
—_—
|

~——

o N a1

S
—_——
oo o
2o

jws]
—
N N
N NI N
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8. x2+y?-2x+6y+6=0 c¢emberinin yar1 ¢ap1 nedir?

mONw >
Q1 b W N =

- % =1 hiperboliiniin odaklarindan birinin koordinatlarin1 bulunuz.

Mg 0 W o ek

10. hiperboliiniin dis merkezligi nedir’

> e

Degerlendirme Sorularinin Yanitlari
1.A 2C 3.B 4.B 5A 6.D 7.E 8.B 9.B 10.B
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