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Calisma Onerileri

Bu tiniteyi daha iyi kavrayabilmek igin

¢ Diizlemin 6teleme ve dénme doniisiimlerini tekrar gézden ge-
ciriniz.

¢ Lise yillarindan bildiginiz ikinci dereceden polinomlarin tam
kareye tamamlanmasini tekrar gézden geciriniz.

e ki bilinmeyenli dogrusal denklem sistemlerinin ¢dziimleri ve
2x2, 3x3 tipindeki kare matrislerin determinantlarini tekrar edi-
niz.
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1. Giris

Bu béliimdeki temel amacimiz olan ikinci dereceden diizlemsel egrileri siiflan-
dirmaya baslamadan 6nce genel anlamda egriler teorisinin gézden gegirip, sinuf-
landirmanuin kriteri tizerinde tartisalim. Eminim su ana degin egrilerle ¢cok defa
karsilagsmisinizdir. Bir egri uzayda ya da diizlemde farkl sekillerde verilebilir.
Muhtemelen sizin karsilagtigimiz egriler daha ¢ok R den R ye fonksiyon grafigi
olarak elde edilebilen egrilerdir. Ama her egrinin bu sekilde olmasi gerekmez, da-
hasi bu sekilde verilemeyen egrilerde vardir. Simdi bir egriyi tanimlayalim:

1.2. Duzlemsel Egri
(a, b) C R olmak tizere (burada a'nin -« ve b'nin de +% olmasina izin veriyoruz)

f:(a,b) = R?, f(t)=(f (t), £, (t)) stirekli fonksiyonunun goriintii kiimesine
bir diizlem egrisi ya da diizlemsel egri denir. Ama genelde f fonksiyonunun ken-
disiegriolarak adlandirilir. Yukarida veriler fonksiyonda birinci koordinat fonksi-
yonunun x (t) ve ikinci koordinat fonksiyonun da y (t) ile gosterirsek egriyi

{xy) ER? I x=x(t),y=y(t) t=(a b)}
olarak ifade edebiliriz. Bu yazilisa egrinin parametrik gosterimi denir. Ancak bir
egrinin ¢ok degisik parametrik gdsterimlerinin olacaginibelirtelim. Bu parametre-
nin ne secildigine baghdir.

Ornek (Bir dogrunun parametrik gosterimi)

Diizlemde A =(a, b) ve B =(c, d) noktalarindan gegen dogru Sekil 8.1 deki gibi ¢izi-
lebilir.

A=(a b)

Y
x

Sekil: 8.1: Diizlemde A ve B Noktalarindan Gegen Keyfi Bir Dogru

Dogru tizerinde alinan keyfi bir X = (x, y) noktasinin koordinatlarini A nin ve B nin
koordinatlar cinsinden belirleyelim.
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AB ve AX vektorleri ayni dogru tizerinde bulundugunda bu iki vektor dogru-
sal bagimlidir. Yani uygun bir t€ R icAX =t AB olur. Diger yandan
OX =OA + tAB yazilabilir. Buradan,

OX =OA +tAB
X-0=A-0+t(B-A)
(x,y)=(a,b)+t(a-c,d-b)
(x,y)=(a+t(a-c),b+t(d-b)
=x=a+t(a-¢)

y=b+t(d-Db) elde edilir.

O halde (a, b) ve (¢, d) noktalarindan gegen dogrunun bir parametrik gosterimi

x(t)=a+t(a-c) teER
y(t)=b+t(d-b)

seklindedir.

Bagka bir parametrizasyonu da kolayca asagidaki sekilde elde edelim. t € R ye-
rine t € (-1, 1) seklinde parametrize etmeye ¢aligalim. Bunun igin egrinin R tize-

rindeki paremetrizasyonu kullanalim. f = (x(t), y(t) )

f=(x®.y@®) ,
R R

olarak adlandirilirsa yukarida belirtilen bileske fonksiyon bizim problemimizi ¢6-
zer, yalnizca g(u) fonksiyonunu belirlemeliyiz. Bu g(u) fonksiyonunu bire bir ve
orten sekilde segebilirsek problem ¢oziiliir. Eger (-1, 1) araligini iki yonden sonsuz

uzatmak yeterlidir.

¢}
U/\
! N y " % ) "o
. —1 0 gu)=_\Y
|u| 1-u 1-ul
Sekil: 8.2
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(-1, 1) araligin Sekil 8.2 deki gibi g (u) =Y fonksiyonu yardimiyla siindiir-
-

me doéniistimii uygularsak

(fog(u)=f(g(u)
=( u )=(a+ U _(a-c),b+—U _(d-b)

I-[ul L-[ul L-[ul

parametrizasyonu elde edilir. Yani u € (0, 1) olmak tizere

x(=a+—-L(a-c)

y(@=b+ 1 _(d-b)
1-|4

dir. Bir egrinin farkli parametrizasyonlariicin R nin afin déniistimleri oldukga sik
olarak kullanilirlar. Yani bir egrinin (a, b) aralig1 tizerinde bir parametrizasyonun-
danbir (c, d) aralig1 tizerindeki parametrizasyonu bulmak igin R nin (c, d) araligini
(a, b) araligina resmeden bir afin doniistimiinii vermek yeterlidir. Ad1 gegen afin
dontisim f(x) = ax + p olsun. Kolaylik i¢in ¢ yi a ya ve de yi b ye gotiirelim. O
halde

a ve  katsayilar:

f(c) =ac+p=a
f(d)=ad+p=b

iki bilinmeyenli denklem sisteminin ¢oztimiidiir. Yalniz bu yontemin bu sekliyle
calisabilmesiigin a, b, c ve d nin ne - ne de +o degerlerinin almamas gerektigine
dikkat ediniz.

Ornek

(1, 2) araligini (-3,1) araligina R nin bir afin dénigiimii ile resmediniz.

Coziim

f:R— R ,f(x)=oax+f olsun.

f(1) =a.1+p =3
f2) =a2+p=1

+p =23
o+ p denklem sisteminin ¢oziimtia = 4,3 = -7 olarak bulunur
200 + p=1
O halde istenen doniigiim:

f(x)=4x-7 olur.Samirim bu esitiligin diizlemde (1, 2) noktasinin (-3, 1) noktasina
birlestiren dogrunun denklemi oldugunu fark ediyorsunuzdur.
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Bu yontemle egrileri diizlemin istedigimiz araliklar1 tizerinde parametre edebili-
riz.

Egrilerin diger bir verilis seklide, egriyi x ve y ye bagh bir denklemin ¢dziim kiime-
si olarak vermektir. Yani f(x, y) , x ve y ye bagl bir ifade olmak tizere

{(x,y)ER?| f(x,y)=0}

seklindedir. Bu gosterime x egrinin kartezyen gésterimi denir. Ornegin bir dogru-
nun kartezyen gosteriminin

{x,y)ER?’| y=mx+n,xER}

oldugunu biliyorsunuz. Bagka bir 6rnek olarak (a, b) merkezli R yaricapl cembe-
rin kartezyen gosteriminin

{(X/y)ER2 | (X—a)2+(y_b)2:R2 }
oldugunu égrenmistik. Bu gemberin parametrik denklemi de:

)

(0, b)

Sekil 8.3: (a, b) Merkezli R Yarigapli Cember

Sekil 8.3'den faydalanilarak hesaplanabilir. (x, y) koordinatlari x = a + R cost ve
y =b + R sint olarak kolayca bulunabilecegini goriiniiz.

Biz kartezyen gosterimi esas olarak egri icin
L: f(x, y) =0

gosterimi kullanacagiz. Bugosterimden
1={(x, y) ER? | f(x, y) =0}

kiimesi anlagilmalidir. Diger taraftan eger f (x, y) ifadesi x ve y ye bagli bir polinom
ise boyle bir egriye cebirsel egri denir, eger polinom olarak ifade edilemiyorsa eg-
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riye agkin ya da transandant egri denir. Siniis, kosiniis, logaritma gibi operatorler-
le verilen egriler askin egri 6rnekleridir. Bizim temel konumuz ise cebirsel egriler
olacaktir.

Egrilerin denkligine ise su sekilde yaklasilabilir.
I: f(x, y) =0 ve d: g(x, y) = 0 iki diizlemsel egriler olsunlar.

Egerbuikiegridenbirinin denklemi uygunbir (dik) kordinat sisteminde digerinin
denklemiyle ayni oluyorsa bu iki egriye denktir denir.

Kitabin baginda da belirtildigi gibi analitik geometride ki en biiytik sikint1 yapilan
islerin koordinat sistemlerine bagh olmas1 idi. Bunun direkt bir sonucu olarak egri
denklemi koordinat sisteminin segilisi ile ¢ok yakindan bagimlidir. Bu baglamda
oncelikle daha bilindik olan birinci dereceden egrileri goz 6niine alalim.

2. Birinci Dereceden Duzlemsel Egriler
Birinci dereceden (tekil olmayan) bir diizlem egrisi (a, b) = (0, 0) olmak tizere
l:ax + by +c=0

olarak verilen egridir. $imdi bulegrisinin uygunbir koordinat sisteminin x-ekseni
olarak segilebilecegini gorelim. Gergekten de x'=ax + by + ¢ ve y' =-bx
+ ay olarak secilirse x' O'y' koordinat sisteminde 1 egrisinin denklemi y' =0
halini alir.

Sonug olarak diizlemde biitiin tekil olmayan birinci dereceden egriler birbirlerine
denktirler ve bu egrinin denklemiuygun bir koordinat sisteminde y =0 olarak segi-
lebilir.

Simdi ikinci dereceden cebirsel egrilere yogunlasilim.

3. Ikinci Dereceden Cebirsel Duzlem Egrileri

Diizlemde ikinci dereceden bir genel bir egrinin denklemi A, B, C, D, E, FER ol-
mak tizere

F(x,y) = Ax? + By? + 2Cxy + 2Dx + 2Ey + F = 0

formundadir. Burada ikinci dereceden terimler x?, xy , y?> nin katsayilarinin
hepsisifirise F (x, y) birinci derecedenbir egri olur. Bunedenle A, B, Cdenenazbir
tanesi sifirdan farkli olmalidir. Bu tipten egrilerin ilk 6rneklerini bir &nceki béliim-
de gordiik. Bunlar ¢gember, elips, hiperbol ve parabol idi. Bu béliimde ise tekil ol-
mayan ikinci dereceden tekil olmayan diizlem egrilerinin bunlardan ibaret oldu-
gunu gorecegiz. Ikinci dereceden egrileri incelerken kullanacagimiz en énemli
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aracglar donme ve Steleme oldugundan 6ncelikle F(x, y) = 0 egrisinin dénme ve
oteleme altinda degismez kalan niceliklerini incelemekle baslayalim.

3.1. Dénme ve Oteleme Altinda Degismez Kalan Nicelikler

F(x,y) = 0 egrisine x = x' + a, y =y + b 0Otelemesi uygulayalm. Bu
durumda F(x, y) = 0 egrisinin yeni koordinat sistemindeki denklemi:

F(x',y) = AKX + a2 +B(y' + b2+ 2C(x' + a)(y' + b)
+2D(x' +a) + 2E(y' + b) + F =0

olur. Bu ifade basitlestirilise

Ax?+ By'2+ 2Cx'y' +2(Aa + Cb + D)x'+ 2(Bb + Ca + E)y' + Aa? + Bb? +
2Cab + 2Da + 2Fb + F = 0 (8.1)

seklini alir. Goriildiigii gibi 6teleme altinda ikinci dereceden terimleri katsayilar:
degismedi. Sonug olarak bu g6zlemimizi asagidaki ifade ile 6zetleyebiliriz.

F(x,y) = 0 ikinci dereceden cebirsel egrisindeikinci dereceden terimlerin katsa-
yilar1 diizlemin 6telemesinden etkilenmez.

Simdi benzer uygulamay1 dénme i¢in yapalim. Diizleme bir Ry dénmesi veril-
diginde koordinat degisimi

x = x' cosf - y'sin®

x' sinf + y' cosd

seklinde idi. Simdi F(x, y) = Ax?> + By? + 2Cxy + 2Dx + 2Ey + F olmak tizere
F(x', y') ifadesini hesap edelim.

F(x,y') = A(x'cos® - y'sin0)? + B (x'sin® + y' cosf)?
2C (x' cosB - y'sin®) (x'sin® + y' cosB) + 2D (x' cosd -y’ sind)

+
+ 2E (x'sin® + y'cos) + F = 0
olur. Yine bu ifade basitlestirilirse:

F(x,y") = Ax?cos20 + Ay'”sin?0 - 2A x'y' cosd sinf

+ Bx?sin20 + By'?cos?® + 2B x'y' sinf cosd
+ 2C X" sinB cos® + 2C x'y' cos20 - 2C x'y' sin20 - 2C y'2 sinf cosO
+2D x" cosO - 2D y'sin® + 2Ex'sin6 + 2Ey' cosO +F

= x2(A cos20 + Bsin20 + 2C sin@ cosh)
+ y'2 (A sinZ0 + B cos20 - 2C sin6 cos0)
+ 2a'y' (-A cosb sinf + Bsin6 cos® + C cos?0 - C sin?0)
+ 2x' (Dcos® + EsinB) +2y' (-Dsind + Ecosd) + F.
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son ifade sin20 = 2sin® cosO, cos20 = cos?0 - sin?0 ve sin?0 + cos?O = 1
oldugu animsanip tekrar diizenlenirse:

F(X,y") = (A cos?0 +Bsin20 + Csin26) x” + (A sin?0 + B cos?6- Csin20)y'”

+ 2 (B_ZA) sin2 + C cos 26) Xy + 2(Dcost + E sinf) x'
+2(-Dsin® + Ecos0)y' + F (8.2)

olur. Kisalik i¢in, sembolik olarak:

A' =A cos?0 + Bsin?0 + Csin?0

B' = Asin26 + Bcos?8 - Csin20
2

C M sin 20 + C cos 20

D' = lgcose + Esin6
E' =-Dsin0® + Ecos6

olmak tizere

F(x,y) =A'x? + B'y? + 2C'x'y'+ 2D'x + 2E'y' + F

olarak yazalim. Goriildiigii gibi ikinci derse terimlerin katsayilar1 A", B' ve C'
degisti, fakat degismez kalan iki nemli nicelik hala vardir. Once A" + B' nii he-
saplayalim.

(A'+ B"

(A cos?20 + Bsin20 + CsinZ20) + (A sin20 + B cos20 - Csin20)
= A cos?0 + A cos?0 + Bsin?0
= A (cos?0 + sin?0) + B(cos?0 + sin?0) = A+ B

Goriildiigii gibi A' + B' = A + B oldu.
Diger yandan A'B' - C” ifadesini hesaplarsak:

A'B' - C%= (A cos?20 + Bsin20 + Csin260) + (Asin20 + B cos?® - C sin26)

2

- (B—2A) sin20 + Ccos 20

= A?c0s%0 sin?0 + AB cos*0 - AC cos?0 cos?0 + AB sin*0 + B? sin?0 cos? 0
— BC sin20 sin20 + AC sin20 sin20 + BC sin2 0 cos20 - C2sin226

2
_ (B'4A) sin?20 - C*co 20 - C (B - A)cos20 sin26
= AB - C2 elde edilir.
O halde

F(x,y) = Ax? + By? + 2Cxy + 2Dx + 2Ey + F= 0
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ikinci dereceden cebirsel bir egri olsun. Diizleme donme ve 6teleme uygu-
landiktan sonra F(x,y) =0 egrisinin denklemi F(x',y')= 0 ise
A+B=A"+B ve AB-C2=A'B' -C"” dir.

Bu iki nicelik incelememizin temelini olusturacaktir.

3.2. Bir Merkeze Sahip Olan Ikinci Derece Egriler

Baz ikinci dereceden egrilerin denklemi diizlemin uygun bir Gtelemesi altinda
F(x,y) =ax?> + By? + 2y xy sekline doniistir. Apacik olarak eger (x, y) € R?
icin F(x,y) = 0 & F(x,y) =0 < F(x,-y) =0 < F(-x,-y) = 0 dir. Yani bir
(x, y) €R? noktasi egriye ait bir nokta ise bu noktanin eksenlere ve baslangig
noktasina gore simetrikleride egriye aitdir. Bu durumda bu 6telenmis olan yeni
koordinat sisteminin baglangi¢ noktasina egrinin simetri merkezi (ya da kisaca
merkezi) demek yanlis olmaz. $imdi hangi egrilerin bir merkeze sahip oldukla-
rini inceleyelim.

F(x, y) = Ax? + By? + 2Cxy + 2Dx + 2Ey + F
egrisi diizlemin x' = x-a, y'= y - b telemesi altinda

F(x,y) = A'x? + B'y” + 2C'x'y' + 2D'x + 2E'y' +F'
olsun. Burada (8.1) esitliginden faydalanarak

A=A,B=B,C=C,D=Aa+Cb+D, E=Bb+ Ca+E
F'= A a2 + Bb2 + 2Cab + 2Da + 2Eb + F

yazabiliriz.
Eger egrinin bir (a, b) merkezi olacaksa bu durumda
2(Aa + Cb + D) =0 Aa + Cb = -D

2Bb + Ca + E) =0 Ca + Bb = -E

olmalidir. Bu iki bilinmeyenli denklemin (tek) ¢6ztimiintin olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul bu denklemin sisteminin katsayilar matrisinin determinatinin sifir-
dan farkli olmasidir (D =E =0 ise ¢6ziim varsa sonsuz tanedir)

Yani
A C

- AB -C?> %0 olmalidir.
C B

Bu durumda ¢6ziim
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D C A D
a- -E B | _EC-DB bLC -E| _DC-AE
AB - C? AB - C? AB - C? AB - C?

seklindedir. Diger yandan

F' = Aa? + Bb? + 2Cab + 2Da + 2Eb + F = F(a, b)
dir. O halde egrinin yeni 6telenmis yeni koordinat sistemindeki denklemi

2

F(x,y) = Ax? + By”? + 2Cx'y' + F(a, b)

seklini alir. Simdi bu egrinin denkleminde diizlemin uygunbir R ¢ d6nmesi yar-

dmmuyla xy teriminin katsayisi sifir yapabiliriz.

Doénmenin koordinat degisimi

Al

x' = x"cosh - y"sind

y' = x"sin® + y" cosd

kullanilarak egrinin yeni denklemi
F(X”, yn) _ An Xu2 + Bu ynZ + 2Cn X" yvv T F” -0
ve

A" = Acos® + B'sin’0 + Csin20

B" = A'sin’0 + B co0 + Csin20
olur. (8.2) esitliginden

c' =B '2A sin20 + cos20

F" = F(xo, yo)

Yani 6 donme agisi
%Sinze + C cos®D = (

sin260 _ 2C
cos20 B-A

secilirse x"' O" y" koordinat sisteminde egrinin denklemi
F(X”, yn) _ An a||2 4 Bn yuZ 4 F(a, b)
seklini alir. Egrinin ne oldugunu belirlemeye ge¢cmeden 6nce F(a, b)'i acik olarak

hesaplayalim.

a—EC-DB 1, DC-AE
AB- C? AB - C?

kullanilarak
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E(:-DB)2 N B(DC-AE)? 49 EC—DB)(DC-AE)

F(a, b) = A(i2 : 2 )
AB-C AB-C AB-C*/\AB-C
+ ZD(M) + zE(M) L F
AB- C? AB- C?
LDBZ[A(EC - DB) + 2C(DC - AE)|
(AB- )
DC-AE [B(DC - AP + 2C(EC - DB)|
(AB-C?
+2 _ [D(EC - DB) + HDC - AF)| + F
AB- C?
—_EC-DB_ (2DC? - ADE) +-DC-AF (2EC? - BAE)
(AB- ) (AB-
+ 2 [D(EC-DB) + E(DC-AE)| + F
AB - C?
DEC-DB) (52 _ ap) + BDC-AE) (hc2 gy
(AB- ) (aB- )’
2D(EC-DB) _ 2E(DC-AE) _ .
(aB- ) (aB- )

A(BF - E%) - C(CF-DE) + D(CE - DB)
AB- C?

C . . 1
matrisinin determinant: idi. Benzer

olur. $imdi bu oranin paydasi

C B
A C D
sekildepayise | ¢ B E matrisinin determinantidir.
D E F
Yine kisalik igin:
A C D
d = det ve A=det ¢ B E
C B
D E F

olarak adlandirilirsa egrinin denklemi:

A" va2 + B ynz +% = 0 olur

Simdi egriyi
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A" +B' =A+B, d=ABC*= 0, F(ab) =%
ifadelerini kullanarak simiflandirabiliriz.
1. Eger d > 0 ise

d=AB-C?2>0 « AB > C? >0 oldugundan A ve B nin isaretleri ay-
nidir. O halde

A+B>0= A>0, B>0 ve A+B<0 = A+ B <0 dir.
$imdi A nin durumuna gore alt durumlari inceleyelim:
n_n2

i) A=0 = egrinin denklemi A" x"" + B" y"2 = 0 olur.

d = AB - C2 = A".B" > 0 oldugundan bu denklemin tek ¢oziimii

(0, 0) noktasidur.
i) A<o= egrinin denklemi A"x"? + B' y"? =% olur.
Bu durumda eger A" + B" = A + B > 0 ise egri bos kiime, eger
A" + B" = A + B <0 ise egri bir elipstir.
i) A >0 = egrinin denklemi A"x"? + B y"2 = —% olur.
Bu durumda eger A" + B" = A + B > 0 ise egri bos kiime, eger

A" +B" = A + B <0 ise egri bir elipstir.
2. Eger d < 0 ise

d=AB-C2=A".B" <0 ise A" ve B" zit isaretlidir.

i) A=0 ise egri denklemi A" x"* + B"y

tasinda kesisen iki dogru gosterir.

> = 0 olur. Bu ise baslangi¢ nok-

i) A >0 ise egri A'x"? + B y"2 = —%, —% >0 ve A', B" < 0 oldu-
gundan egri bir hiperboldiir.

i) A < 0 iseegri A'x"? + B' y"? = -%, -% <0 ve A", B" < 0 oldu-
gundan egri bir hiperboldiir.

Simdi son durum olan d = AB - C? =0 (tek bir merkezin olmamasi durumunu
inceleyelim). Bu durumda eger A+B>0ise A20veB>=0ve A+B<0 ise A<O,
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B <0 dir. Cinkii AB-C>=0 <« AB=C?>0 dir.Eger A + B = 0 ol-
saydi d =0 oldugundan A =B =C=0 olurdu, bu da olamaz. Egrinin denklemi

F(x,y) = AX? + By? + 2Cxy + 2Dx + 2Ey + F

olsun. AB=C2? oldugundan Ax* + By? + 2Cxy =(VAx +VB y)2 dir. Eger A
ve B sifirdan kiigtik ise -F(x, y) egrisini aliriz. Cinkii F(x,y) = 0 < -F(x,y)
= 0 dir. Bu durumda egri

F(x, y) = ({Ax +W/§y)2 +2Dx + 2Ey + F =
olur. A + B = 0oldugundan

2
F(X,}')=A+B(\/XX+W/E y| + 2Dx + 2Ey + F =
VA +B VA +B

dir.
2 2
VA +[ VB =1 oldugundan uygun bir 0 agis igin
YA+B/ WA+B
sinf =1/ A ve cosd = B
A+B A+B
yazilabilir.

Diizleme bu 6 agis1 kadar bir donme uygulanirsa

X =x1-B_ -y A - 1 (x'\/ﬁ—y'ﬂ)
A+B A+B VA+B

y':xwliA -y B _ 1 (X'N/K-y'\/ﬁ)
A+B A+B VA+B
ve

x=X1/-B _ +yq/ A
A+B A+B
— "4 A B
=-X +
y A+B y A+B

olur. Bu durumda egrinin denklemi

12 ' B B
+2D(x 1/ + v 1/
Y A+B y A+B

uygun islemler yapilirsa

y?+ 2 (D/B -BA)x + -2 (D/B - EA)y +F =0
VA+B VA+B

seklini alir. Eger hem D hem de E sifir ise denklem
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y +F=0

halini alir. Eger F >0 ise egri bir bog kiime F =0 ise y'2 =0 dogrusu eger
F<0 ise y' =VF ve y =-F paralel dogru giftini gosterir.

Eger D ve E den birisi sifirdan farkli ise bu egri 6telenmis bir parabolii gosterir.
Simdi 6rnekleri inceleyelim.
Ornek
x2 +2xy -y?+8x +4y-8 =0 ikinci derece egrisinin cinsini belirleyiniz.
Coziim
Buegriicin A=1 D=4

B=-1 E=2

C=1 F=-8

dir. d=AB-C?=-1-1=-2<0

A C D 1 1 4
A=dett ¢ B E|=| 1 -1 2
D E F 4 2 -8
-1 2 2 1 -1
= - +
2 8 4 -8 4 2

1
=(8-4)-(-8-8)+(2+4) =26>0
Son olarak A+B=0

oldugundan F(x, y) = 0 egrisi bir hiperbol gosterir. Bu hiperboliin (a, b) merkezi
x=x'+a , y=y' + b ifadeleri egrinin denklemine yerine konularak

(x'+ a)2 +2(x'+ a) (y' + b)(y' + b)2+ 8(x'+ a)+4(y'+ b)-8=0
x? +2x' y' -y'2+ x'(4a + 2b + 8) +y'(2a - 4b + 4) + a2+ 2ab -b?
+8a%2 +4b - 8 =0

olur.

Merkez birinci mertebeden terimlerin katsayilarini sifir yapan a, b degerleri oldu-
gundan x' ve y' niin katsayilarin sifira egitleyerek gerekli a, b degerlerini he-
saplayabiliriz.

4a + 2b +8 =0 2a +2b +4 =0

da- b +4-0 ©  a-2pi2-0 = 22, b=0
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O halde merkez (-2, 0) noktasidir. Egrinin bu yeni koordinat sistemindeki denkle-
mi a ve b degerleri yerine konularak

xZ+2x'y' -y?-20 =0

olur. $imdi uygun bir R¢ donmesi ile yeni bir koordinat sisteminde egirinin
denkleminde x". y" garpim teriminin katsayisin sifir yapalim.

Al

x' = x"cosh - y" sind

y' = x"sin® + y" cosd

= x2+2x' y' - y'2 - 20
=(x"cos - y"sinB)? +2(x" cosd - y"sinB)(x" sin® + y" cosb) - (x" sin6 + y"
c0s0)2- 8 = X" (cos20 + 2sinf cosO - sin20) + y"2 (sin2@ - 2sin® cosO - cos?O)

n.n

+ 2X'y (-sin6 cosB + cos?O - sin?6 - sinf cosh ) -8 =0
x"y" teriminin katsayisini sifir yapan 6 agist
-sin 260 4+ cos 20 =0 < sin 20 = cos 26
= 0="Talabiliriz.
8
Bu 0 degeri
X" (cos20 + sin20) + y"2 (cos20 - sin20) + 2x"y" (- sin20 + c0s26) - 8 =0

denkleminde yerine konulursa

cos® = sin% = % oldugundan

i~

V2x"7-2y"? =8 < x"2-y"? =% hiperbolii elde edilir. O halde bu
2
hiperbol Sekil 8.4'deki gibi ¢izilebilir.

" A Ay

Sekil: 8.4: x? + 2xy -y? + 8x + 4y - 8 = 0 Hiperbolii
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Ornek

3x% +6xy + 2y? - 4y + 2x +1 = 0 ikinci derece egrisinin cinsini belirleyiniz.

Coziim
A=B,B=2,C=6,D=1, E=-2, F=1 oldugundan

d= AB - C?2 = 0 dir.

O halde:
3+ 6xy +2y2 -4y + 2x + 1 «V3x +\/§y)2 -4y +2x + 1 =
(3x +12y)?
2
= ﬁX+Qy)—4y+2x+1=0
V5 5
Y=1/3x -4/2 v=1/3 x +4/2
5 5y y 5 5y
ya da esdeger olarak

3y 2 2 3
X = X+ = =/ 4 x + 9
V5 V5y Yﬂ V5y

bu yeni koordinatlar denklemde yerine konulursa:
12 2 U 3 3 2
= -4(—Fx +F)+2FX +\/j)+1
¥ 5 5 Y 5 5 Y
= @7'2+(-41/§ +2¢/2 41/ 2 x +21/§)x' +1=
5 5 5 5

olur. Bu elde edilen paraboliin seklini siz ¢cizmeye ¢alisiniz.

y o+

Ozet

Bu boliimde diizlemsel egriler arasinda denklik kavramini tamumlayip ikinci dereceden ce-
birsel diizlem egrilerinin siniflams olduk. Ortaya ¢ikan ikinci dereceden cebirsel diizlem

egrileri (dejenere olmamug olanlar) daha 6nceden bildigimiz cember, elips, parabol ve hiper-
boldiir.

ACIKOGRETIM FAKULTESI



176

[KINCI DERECEDEN DUZLEMSEL EGRILER

Degerlendirme Sorulari

1.

x2 + xy - y?> + x - y = 0 ikinci derece egrisinin merkezini bulunuz.

x* + 2xy + y> + x + y = 0 ikinci derece egrisi hangi R¢ dénmesinden
sonra yeni koordinat sistemindeki denkleminde x'y' teriminin katsays1 si-
fir olur?

A.

B.

@)
R @ wlEA vE aE

Asagidaki ifadelerden hangisi dogrudur?

a) x=0 ve y=0 egrileri ayni cinstendir.
b) x>+y2=1 ve 2x2+y?=3  egrileri ayn cinstendir.
) x2-y2=1 ve 2x>+3y?=-1 egrileri aym cinstendir.
A. {a}

B. {a, b}

C. (b

D. {c}

E. {a, ¢}

Asagidaki egrilerden hangisi bir paraboldtir?
A X2+ xy-y>+3x-4y=0

B. x2+3xy-2y?+6x-9=0

C. 42 +2y+y2=0

D. 3x2+ 6xy +3y2 +x +y =0

E. x2+xy+4y?+6y-x+1=0

ANADOLU UNIVERSITESI



IKINCI DERECEDEN DUZLEMSEL EGRILER

5. Asagidaki egrilerden hangisi bir hiperboldiir?

A-%x2+%y2-xy+3x+4y—1=1
B. X2+y2+xy+x-y+4=0

C. x2+2y?+xy+3x+4y-1=0
D. x2-y2=0

E. x2+4xy +y?+2x+2y+1=0

6. Asagidaki egrilerden hangisi bir elipstir?
A 2x2+2y? +4xy -x +4y +3=0
B. 2x2+xy +y2-4x+2y-1=0
C. x> +4y?+6xy +3x-2y-1=0

D. 2xy +y2 + 6x-L +1 =
yry s o
E. xy+x-y+1=0
7. Asagidaki egrilerden hangisi paraboldiir?
X2 +2xy +y2-2x+2y+2=0

X2-xy +y?-2x+4y+1=0
x2-xy +3y?+6x-y=0

2x2+3xy—y2+§—y+3=(

MmO Nw

X2+ xy+4x-y+6=0

8. x2+8xy + 7y% +8x + 14y - 2 =0 ikinci derece egrisinin merkezini bulunuz.
A (1,1

. (1,-1)

(L1

. (0,-1)

0, 1)

onNnw

es]

Asagida verilen egrilerden hangisi hiperboldiir?
A X2+ 8xy +7y?+8x+14y-2=0

B. 3x2+8xy +7y2+8x + 14y -2=0

C. 4x2+9xy +8y?+8x+ 14y +2=0

D. x®+4xy +4y? + 8x +8x -3y =0

E. x2+xy+y?=0

10. Asagida verilen egrilerden hangisi bir elipstir?
A . xy+3=0

B. 1/2x*+xy +1/2y?>=0

C. 3x2+2y2+2x+4y+1=0

D. 3x2+6xy +3y2+x-2y+1=0

E. 2x2+8xy +8y2+6x-2y-1/2=0

Degerlendirme Sorularinin Yanitlari
1. D 2. A 3. B 4. D 5. E 6. B 7. A 8. D 9. A 10. C
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