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Amaclar

Bu tiniteyi ¢alistiktan sonra;

e Diizlemde gelistirilen analitik geometri modeline benzer ge-
kilde ti¢ boyutlu uzay icin de bir analitik geometri modeli
gelistirilecek,

* Bu modelin dogrular1 tanimlanip saglamasi gereken aksiyom-
lar1 kontrol edilecek,

e Ugboyutlu uzayda diizlem tanimlanacak,

¢ Dogrularin ve diizlemlerin biribirlerine gére durumlar incele-

necektir.
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Bu tiniteyi ¢alismadan evvel,
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1. Dogrular ve Duzlemler

Bu kitapta simdiye kadar Oklidin geometri igin verdigi aksiyomlari saglayan diiz-
lemde bir model gelistirdik. Bu model diizlemin analitik geometrisi oldu. Kabaca
tekrar gozden gecirecek olursak noktalar kiimesini R? = R x R kartezyen
carpim kiimesi ve dogrular kiimesi de {(x, y) ER? | ax + by +c=0, (a, b) = (0,
0)} olarak tanimlandi. Bu tanimlamalar yardimiyla diizlemde Oklid aksiyom-
larini saglayan bir model gelistirilmis oldu. $imdi benzer bir modeli ti¢ boyutlu
uzay R® =R x R x R igin gelistirecegiz. Bu modeli inga ederken diizlem igin el-
de edilen modeli 6rnek alip bu modeli biraz degistirip ti¢ boyutlu hatta biraz dii-
stince zenginligi ile daha yiiksek boyutlu uzaylara uyarlanabilir hale getirecegiz.
Fakat diizlem igin modele konu olan dogrular kiimesi yukarida belirtildigi gibi

{(x, y)ER? | ax+by+c=0, ab,cER ve (a b)=(0,0)}

olarak alirsak bu modeli uzaya uyarlamak ¢ok zordur. Ciinkii bu haliyle dogrular
diizlemin, diizleme has 6zellikleri ile tanimlanmustir. Fakat biz bu kitabin ilk bo-
liimlerinde dogrular1 bu tanuma esdeger bir sekilde vektorlerle tanimladik. Vek-
torler yalnizca diizleme has bir 6zellik degildir. Yani 6zellikleri agisindan diizlem-
de oldugu gibi vektorlerden bahsedebildigimiz her kiime tizerinde diizlemdeki
gibi dogrular tanimlayabiliriz. Diizlemde dogrular (yine yukaridaki tanimin yer
yer kullandigimiz bagka bir esdegeri) su sekilde tanimlanabilir: aj, ap, b1, b ER
ve (aj, ap) = (b, by) olmak tizere

{xy)ER?*| x =ha; + 1- )by, y = ha + (1- )b, , AER}

olarak tanimlanabilir. Aslinda burada (a;, az) ve (b1, by) noktalarindan gegen
dogrunun parametrik formunu yazdik. Bu tiir bir dogru tanmimi da tig ve ytiiksek
boyutlu uzaylarda dogru tanimi olarak alinabilir. Simdi uzayda dogrular: tanim-
layalim.

2. Uzayda Dogrular

Uzayda noktalar kiimesini R3 = {(x, y, z) | X, y, z € R} olarak tanimlayalim. Bu
kiimeyi zaten ikinci béltimde tanimlamistik. $imdi bu noktalar kiimesi {izerinde
dogrulart aj, ay, a3, by, by, b3 ER ve (a3, ay, a3) # (b1, by, bs) olmak tizere

{(xy,2)ER® | x = ha; + (1- M)by, y=hap + (1- )by ,z = hag +(1-})
b3, AER}

olarak tanimlayalim. Sizin de fark ettiginiz gibi diizlem i¢in kullandigimiz dogru-
lart hemen hemen ayni formda ti¢ boyutlu uzay igin uyarladik. $imdi parametrik
formda A y1 yok ederek dogrunun kartezyen denklemi asagidaki sekilde elde
edilebilir.
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X = ha; + (1- 7\.)b1 = b1 + k(a1—b1)
= Aay + (1- X)bz = bz + X(az-bz)
ka3 + (1- 7\.)b3 = b3 + k(a3-b3)

N <
Il

= a;-by = 0 ise A = XD

a1 -bi
a» -bp = 0 ise )\:y-ibz
az-b
az -b3 = 0 ise A = 2-bs
az-bs

olurlar. Buradan

x-bi _Yy-b _ z-bs
a1 -bp az-b az-bs

i=1,2,3 icin a; = b; ise dogru denklemi formunda

dir.
a; = by fakat i=2,3 igin a; = b; ise dogru denklemi

y-b2 _ z-by
az—bz a3—b3

X =b, formundadir

Son olarak a; =b;, ap=b, ve az=bs ise dogru denklemi

X=b1 , y=b2 , Z= b3 + 7\.(&3-]33)
= x=b; , y=b, , z € R olur.
Diger kalan durumlar bunlarin benzeri oldugundan bu kalan durumlari da siz in-
celeyiniz. Belki burada dogrunun denklemi demek dogru degildir, ¢linkii goriil-
diigii gibi diizlemden farkli olarak dogrunun belirleyici 6zelligi tek bir denklem-
den olugsmaz. Fakat biz neyin kastedildigini bildigimiz i¢in "dogrunun denklemi"
deyimini kullanacagiz. Sonug olarak burada uzayda verilen iki noktadan gegen
dogruyu belirledik. iki 6rnekle konuyu peklestirelim.
Ornek
(2,1,-1) ve (3,0, 2) noktalarindan gegen dogruyu bulunuz.

Coziim

Dogru tizerindeki keyfi X = (x, y, z) noktasinin koordinatlart A € R olmak

lizere
Xx=3+A0B-2)=3+xr
y=0+x(0-1) =-A
z=2+A2-(1) = 2+3\
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olur. Buradan sirasiyla

den dogru denklemi x-3 = -y £ :'32 elde edilir.

Ornek
(4,-1,1) ve (4,5,9) noktalarindan gegen dogruyu bulunuz.
Coziim

Dogru tizerindeki keyfi X = (x, y, z) noktasimin koordinatlar1 A € R olmak

lizere
x =4
y=5+Ar(5-(-1) =5+6r
z=9+A0O-1) =9+8A

= x:4,y_5 =2-9  ¢lde edilir.

Benzer tartisma ile bir noktadan gegen ve dogrultusu bir vektor ile verilen dogru
denklemi de bulunabilir. Bir A = (aj, ap, a3) noktasi, bir v = (vy, vy, v3) vektorii
verilsin.

///7\/

(s
A = ap,az,az3)

V = 1Vi,V2,V3)

7 5

y

v vektoriintin baglangi¢ noktasini A noktasina tasirsak A noktasindanve v vekto-
rit dogrultusundaki dogru tizerindeki X = (x, y, z) noktasinin koordinatlari

X=a+Avi , y=athvy , z=az3+tAv3

olarak verilir.
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Aslinda biz P ve Q gibi iki noktadan ge¢en dogrunun denklemini yazarken P
noktasindan gegen ve 1% vektorii dogrultusundaki dogrunun denklemini ya-
ztyoruz. Bu durum bize, bir dogru verildiginde bir vektor dogrultusu elde etme
imkanini verir. Bu dogrultular yardimiyla da dogrularin biribirleriyle olan du-
rumlarini inceleyebiliriz.

3. Uzayda Dogrularin Biribirlerine Gore Durumlari

Diizlemde verilen iki dogru ya da paralel ya da kesisirlerdi. Fakat uzayda iki dog-
runun kesismemesi paralel olmasi anlamina gelmez. Yani paralel olma diizlemde
kesismeme olmasina kargin uzayda bagka bir tanima gereksinim duyar.

Tanim (Paralel Dogrular)

l; ve 1, uzayda farkli iki dogru ve v ve w dabu dogrulara karsilik gelen dog-
rultu vektorlerinden ikisi olsunlar. Eger uygun bir a €R icin v =aw ise 1
ve I, dogrularina paralel dogrular denir.

Hala uzayda paralel olmayan ve kesismeyen dogrular olabilir (hatta vardir) bu
dogrulara da aykir1 dogrular denir.

Son olarak eger kesisen I; ve 1, dogrularinin dogrultu vektorleri dik iseler 1y
ve I, dogrularina dik durumlu dogrular denir. Bilindigi gibi v ve w gibi iki
vektoriin dik olmasi bunlarin skaler ¢arpimlarinin v . w = viwy + vowp +
vaws sifir olmasi olarak tanimlanmigti. Bu durumda dik durumlu olmann iyi
taniml1 oldugunu yani dogrultu vektorlerinin segiminden bagimsiz oldugunu
gostermeyi size birakiyoruz.

Isterseniz 6nce bu tanimlanan kavramlarin diizlemde bildigimiz paralel ve dik ol-
ma kavramlarini nasil etkiledigini gorelim.

li:y = mx+n

I:y = nx+0d

B
\
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Bu dogrular tizerinde xin 0 ve 1 degerlerine karsilik gelen noktalar (0 ve 1ikolay
olsun diye sectik, siz bagka nokta segebilirsiniz)

l; tizerinde (n,0) , (m+n, 1)
1, tizerinde (n',0), (m'+n', 1)

den dogrultu vektérleri 1; icin (m, 1) ve I, icin (m', 1) olurlar. Bu iki vekto-
riin dik olmasi igin

(m1D.(m,1) =mm'+1=0< mm =-1

olmalidir. Bu durumda yeni dik dogrular kavrami diizlemde bildiginiz egimler
¢arpiminin -1 olmasidir. Paralellik ise

(m, 1) = o (m', 1)
(m,1) = (am'’, ) < m=om'
1=a = m=m
yine ayn sekilde diizlemde iki dogrunun paralelligi egimlerin esitligidir.

Simdi uzaydaki dogrularla ilgili bir ka¢ 6rnek yapalim.

Ornek

Uzayda § -y =2-1 dogrusuna dik bir dogru yazniz

Dogru denkleminde z=4 alirsak y=1 ve x=z olur. Yani A=(2,1,4) dogru
tizerindebirnoktave z=7 alinirsa dogru tizerinde diger bir nokta B=(4,2,7) olur.

Ohalde AB — (2,1, 3) bir dogrultu vektorii olur. Oncelikle AB .AX =0 ola-

cak sekilde bir E( vektori bulalim. X =(x,y, z) ise E( =(x-2,y-1,2z-4)

olur. Buradan

EE( =2(x-2) + y-1+ 3(z-4)

=2x+y+3z-17

olur. 2x +y+3z-17=0 denkleminisaglayanbir (x,y, z) sirali ticltisti isimizi goriir.
Acikea (x,y,2)=(0,17,0) secilebilir. Ohalde A=(2,1,4) ve X=(0,17,0) noktalarin-
dan gegen dogru problemimizi ¢6zer. Bu dogru tizerindekikeyfi X=(x, y, z) nokta-
smin koordinatlari
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x=2-2\ , y=1+16A , z=4-4A

x-2 _y-1 5.4
-2 16 -4

< istenilen dogrulardan biridir.

Ornek
Bir 6nceki 6rnekte verilen dogruya paralel bir dogru yaziniz.

Coziim

—

Bunun icin de yukarida buldugumuzAB vektorii dogrultusunda soruda adi
gecen dogrudan farkli bir dogru vermek yeterlidir. Ornegin (0, 0, 0) noktasi

z-1 dogrusu tizerinde degildir. O halde (0, 0, 0) noktasindan gecen

ve AB=(2,1,3) vektoriintin dogrultusundaki dogru problemimizi ¢6zer. Bu
dogruh ER igin
Xy z) = (2, 3h)

dogrusuna paraleldir.

4. Uzayda Duzlem

Uzayda diizlem de tipki uzayda dogrular gibi farkli iki nokta ya da bir nokta bir

dogrultu vektorii ile tanimlanabilir. Matematiksel bir tanim1 agagidaki gibi verile-

bilir.

Tanim

Uzayda bir A noktasi ve bir v vektorii verilsin. Bu durumda
{xy,27eR1(v). (aX)=0)

seklinde tanimlanan kiimeye A dan gegen ve v vektoriiile belirlenen diizlem de-
nir.

O halde A dan gegen diizlem A noktasinda v ye dik vektérlerin olusturdugu kii-
medir. Bu tanimdan sonra genel bir diizlem denklemi su sekilde elde edilebilir.

A =(ay, ap, az) ve v =(vy, vy, v3) olsunlar.
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AX=(x-a1,y-az2,z-as)
L, —
v.AX =vi(x-a1) +vz2(x-az2) +vs(x-as)
=V1X +V2y + v3z - aivi-asva - azvz=1_(
olur. O halde diizlem
ViX + vy + v3z - a;vy tapvy + aszvs =0

denklemiyle verilir. Burada anilan v vektoriine diizlemin bir normali denir.

Bu durumda v normal vektoriintin A noktasinin segilisinden bagimsiz oldugu-

—

nu gostermemiz gerekir. Yani diizlemde bagka bir B noktas: alirsak v.BX =(
oldugunu gostermeliyiz. Fakat

/ *
B
seklinden de goriildiigii gibiAX = AB +BX diir

Bunu diizlem denklemin de yerine koyarsak

CAX =0

<|

= 3.(E+]§):0

.Eﬁ.ﬁ:c

<|

<

Diizlemdeki her nokta icin V.AX =0 oldugundan X =B i¢in de bu dogrudur
Yani v.AB =0 dir.

O halde buradan
v.BX =0

elde edilir. Diger yandan eger bir v vektdrii normal vektdr ise bunun bir kat

olan o .v vektdrii de normaldir. Ciinki

(a;).s( =a(€.§() =0
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5. Uc Noktadan Gecen Duzlemin Denklemi

Bir noktadan gecen bir diizlem o noktada verilen bir normal ile tek tiirlii belirgin
oldugu i¢in bir normal belirleyebildigimiz durumlarda bir diizlem denklemi elde
edebiliriz. Bunun en basit 6rneklerinden birisi verilen ayni dogru iizerinde bulun-
mayan ii¢ nokta yardimiyla bu ti¢ noktadan gecen diizlemi insa etmektir. Eger ali-
nan ti¢ nokta bir dogru tizerinde ise bu ti¢ noktadan gegen diizlemlerin say1si son-
suztanedir. Simdiuzaydaaym bir dogru iizerinde bulunmayan tignokta alalim.

B = (by, bz, ba)

/\

A= (@, az az) C=(cyC2C3)

AB ve AC vektorlerini sekildeki gibi olusturalim. Uzayda vektorler konusun-
da yaptigimiz gibi AB x AC vektdrii hem AB hem de AC vektdrlerine diktir.

Bu durumdaE X TC vektorii normal vektdr olarak alabilir. n normal

vektorii gostermek {izere

e1 e2 es3

n=AB xAC = bi-ai by-ax bsz-as

Cl-a1 ¢-a2 C-asjs

bi-a1 bx-a2

Cl-a1 C-a2

by-ax bsz-as bi-a; bz-as

7 7

|

vektortidiir. Diger taraftan A, B ve C noktalari tarafindan belirlenen diizlemde

@-az2 G@-as Ct-a1 G@-as

(n vektoriiniin varhig1 diizlemin varhigini garanti eder) keyfi bir X noktast igin

AX =(x-a1,y-az,z-a3) vektorii de normal vektoére dik olacaktir. Yani

n.AX = 0 olmaldir. n.AB x AC yazarsak A, B ve C noktalarindan gegen
diizlemin denklemi

(AB xAC) . AX = AX .(AB x AC) = 0
olur. Bu ise bizim daha 6nceden bildigimiz karma ¢arpimdan bagka bir sey degil-
dir. O halde agik olarak

E( (;B> X r(:) =(

X-a1 y-a2 z-as

< det| b;-a; by-ap bz-az| =0 elde edilir

c1-ai @-az bz-as
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Ornek

Uzayda (2,1,-1), (1,0,1) ve (0,0, 1) noktalarindan gegen diizlemin denklemini
bulunuz.

Coziim

A=(2,1,-1),B=(1,0,1), C=(0,0,1) ve diizlemin keyfi noktasimu X=(x,y, z)
olarak alirsak:

AB =(-1,-1,2), AC=(-2,-1,2), AX =(x2,y- 1,z +1)

olur. O halde diizlemin denklemi

e x-2)(-2+2) + 1-y)(-2+4) + (z+1)(1-2) =0
< 2(1-y)-(z+1) =0 < -2y-z+1 =0 olarakelde edilir.

Buraya kadar yapilan degisik tartismalar diizlemde a, b, ¢, d € R ve
(a,b,c)=(0,0,0) olmak iizere

ax+by+cz+d=0

denklemiyle verilen kiimenin bir diizlem olacag1 hissini uyandirmaktadir. Bu kii-
menin bir diizlem oldugunu géstermek igin bir normal vektdriiniin var oldugunu
gostermek yeterlidir.

ax +by +cz+d =0 diizleminin normali denkleminden (a, b, ¢) vektoriin oldugu
izlemini uyandirir. Gergekten de (a, b, ¢) vektorii verilen diizlemin normalidir.

X=(x1,y1,21) ve Y=(xy y 2,) diizlemin keyfi iki noktas: olsunlar.

XY =(x2-x1, -y2-y1, z2-2z1) olur. (a, b, ¢) vektoriiniin normal vektor olmas

—

igin gerekli ve yeterli kosul (a, b,c).XY = 0 olmasidir.

—

(a,b,c) . XY = a(x2-x1) + Hy2-y1) + dz2-71)

=(axa+by2+ @2 +d) -(ax1 +by1 + 1 +d)

AN J C J
Y Y

0 0

=0

ACIKOGRETIM FAKULTESI



UZAYIN ANALITIK GEOMETRISI

olur kibu (a, b, ¢) vektdriiniin
ax+by+cz+d=0
diizleminin normal vektorii olmast demektir.
Simdi sayisal bir 6rnekle bunu daha iyi anlayalim.
Ornek
x+y-z+1=0 diizleminin normal vektorlerinden birisini yaziniz.
Coziim

Bunun i¢in diizlem denklemini saglayan ti¢ nokta almamaiz yeterlidir. Hemen go-
riilebilecegi gibi

A:(-llOIO) s B:(Ol-llo) ’ C:(Ololl)

noktalar1 diizlem denklemini saglarlar. Bu durumda

AB x AC =(+1,-1,0) x(+1,0,1)

e1 e2 e3

=1 -1 0
1 0 1
=(-1,-1,1)

olur. Ya da daha kisa bir sekilde yukarida verilen tartismadan ax +by +cz+d =0
diizleminin bir normal vektorii (a, b, ¢) oldugundan x+y-z+1=0 diizlemininbir
normal vektorii (1, 1, -1) dir.

6. Duzlemlerin Biribirlerine Gore Durumlari
Uzayda verilen iki diizlem

ax + by +cz +d =0
ax + by+cz +d' =0

olsunlar.

Bu denklemlerde & —=b — ¢ —3 s
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a=Aa' , b=Ab' , c=Ac
olur. Dolayisiyla birinci denklem

Ma'x+by+c'z)+d =0
olur.
Ikinci denklemde a'x+bBy+cz=-d'" oldugundan xd +d=0= A =Q'

d .3 ise bu denklem sisteminin ortak ¢oziimii yoktur. Yani

Al

olmalidir. Eger

bu iki diizlemin arakesiti bostur. Eger j—' =\ ise bu iki diizlem aym diizlemler-

dir.

Eger 4 :bh' =L ozelligi saglanmiyorsa bu denklem sisteminin sonsuz ¢6zii-
a c
mii vardir. Bu ¢dziim kiimesi de bir dogru olmalidir. Ciinkii eger uzaym iki noktasi

bir diizlem tizerinde ise bu iki noktadan gecen dogruda bu diizlem iizerindedir.
Bu su sekilde goriilebilir: P=(p1,p2,ps) ve Q=(qi,q9,q3) noktala-
rn ax+by+cz+d=0 diizlemi iizerinde olsunlar. Budurumda A € R ol-

mak tizere AP +(1-A)Q noktalar: kiimesi de diizlem denklemini saglar.
x=Ap1+(1-Nq1 , y=Ap2+(1-Mq , z=Aps+(1-N)gs

degerleri diizlem denkleminde yerine konulursa

a(Ap1+(1-Mq1) + b(Ap2+(1-Mq) + c(Aps+(1-MNgz) +d =0
M(apy +bpa+cps) + (1-N)(aqi+bge+cqz) + d =0

P ve Q diizlem iizerinde oldugundan
ap1 +bpy +cps = aqi +bqa + cqz = -d

dir.

AEd) + A-NM)(-d) +d=0
0=0

olur.Buise VA € R i¢in AP+ (1-A)Q noktalarminyani P ve Q dan
gecen dogrunun diizlem denklemini saglamasi yani dogrunun diizlem tizerinde
bulunmasi demektir.
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Ornek
x+y-4z=0 ve x+2y=0 diizlemlerininbiribirlerine gére durumlarmibulunuz.
Coziim

X,y ve z nin katsayilar1 orantili olmadigindan bu iki diizlem paralel degildir. O
halde bir dogru boyunca kesisirler. Bu durumda x=A dersek

A+2y=0=y=

o >

ve
A-r 4z =02 z2=2
2 8

Bu durumda arakesit dogrusunun denklemi x =-2y =-8z=A olarak bulunur.

Simdi uzayda {i¢ diizlemin biribirlerine gére durumlarini inceleyelim:

a1x+b1y+clz+d1=0
32X+b2y+C22+d2=0

a3x+b3y+(:3z+d3=0

uzayda ti¢ diizlem olsunlar. Bu ti¢ diizlem denkleminin olusturdugu ti¢ bilinme-
yenli denklemin

e tek ¢6ztimii olabilir,
e sonsuz ¢6zilimii olabilir,
* ¢Oziimii olmayabilir.

Bu durumlar ise

ai b1 a
det ar bz ()] =0

az b3 &

tek bir ¢6ztim vardir. Bu durum kabaca
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seklindeki gibi olabilir.

Diger durum ise bu {i¢ diizlemde bir dogru boyunca kesigebilir. Kabaca

seklindeki gibi olur. Bu durum ise sistemin en az bir ¢6ziimii var ve bu diizlemler-
den en az iki tanesi farkli oldugunda

ai b1 a
det a» b2 (@) =0

a3 b3 «
durumunda miimkiindiir.

Kalan durum ise sistemin ¢dziimiiniin olmamasi durumudur. Bu ti¢ diizlemin ara
kesit dogrulari paralel ya da aykiri olmas: durumudur.

Ornek
I x+2y+2z=0

II. 2x+y-2z=1 dtizlemlerininbiribirleriyle olan konumlariniinceleyiniz.
O x+y-2z=-1
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Coziim

Katsayilar matrisinin determinant

> 1 o2 |=-2(42+2+1)=15=0

0 2 1
det| 1 1 -2
X = 101 21 _2
15 3
1 0 1
det| o 1 22
- -1 -1 21 _ 1
Y 15 3
1 2 1
det| » 1 1
7 = 11 10
15
olur. Yani bu ti¢ dlizlem (% , —% , O) noktasinda kesisirler.

I ve II nolu diizlemler

Xx+2y+z=0
2x +y-2z=1

z =)\ denilirse

X+ 2y =2
denklem sisteminder
2x +y=1+ 2\ /

1+4 o x 2+50
3 3

y:_

elde edilir.
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Ohalde I ve II nolu diizlemler

3x-2 _3y-1
5 4

=z

dogrusu boyunca kesisir.
I ve III nolu diizlemler ise

2x +y-2z=1
X +y-2z=-1

yine z=»\ denilirse

2x +y=1+ 2x\
denklem sisteminder
X +y=-1+ 2}\/

_2 _ 1
X =£ ve =2 -+
3 y 3
elde edilir.
O halde bu iki diizlem
) ’ 3y +1 .
3 6

dogrusu boyunca kesisir.

I ve III nolu diizlemlerin biribirlerine gére durumlarini da siz inceleyiniz.

7. Bir Duzlemle Bir Dogru Arasindaki Aci

Egerbir dogruile bir diizlemin ara kesiti tek bir noktadan olusuyorsa, bu dogru ile
diizlem arasindaki agidan bahsedilebilir. Ger¢i dogrunun diizlemle kesismemesi
durumunda aralarindaki agry1 sifir olarak tanimlayabiliriz. Simdi bir m diizlemi ile

bir | dogrusu asagidaki gibi verilsin.
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A diizlemle dogrunun arakesit noktas: olmak tizere v =AB dogrultu vektoriini

olusturalim. v vektoriiniin dik izdlisimii olan AB vektort ilev vektorii ara-

sindaki actya 1 dogrusu ile m diizlemi arasindaki ag1 denir. Dik izdiistim alin-
dig1 icin AB vektrii diizlemin bir normalidir. Yani ylizey tizerinde XB . AX
olacak sekilde tek bir X noktas: vardir. Boylece E( vektori inga edilmis olur.

Ote yandan AB ve AX vektorleri arasindaki agisit da
AB. AX =|AB||AX| cos

formiiliinden hesaplanur. Bir 6rnekte konuyu daha acik hale getirelim.

Ornek

Uzayda 2x -y +z=0 diizlemiile X :'), L. y; z - 21+21 dogrusu arasindaki agi-
y1 hesaplaymniz.

Coziim

Dogru denkleminden x-1=3z+1) \ elde edilir.

y-2=2@z+1) |

Buradan
x-3z=4
y-2z=4

2x-y+z=0

denklem sisteminin ¢6ziimii diizlem ile dogrunun arakesitini verir. Bu sistemin

5
tizerindekibir B noktasida B=(1,2,-1) secilebilir. X diizlemde X =(x, y, z) noktas1

¢6zimi x =8 ;Y =12 , Z= -4 elde edilir. Yani A = (§ ,Q , —i) olur. Dogru
5 5 5 5 5

olsun. (2, -1, 1) vektorii diizlemin normali oldugundan

)a:(l—x,—Z—y,—l—z) ve E(:(X—g,y—%,z+§)

—

XB =an

(1-x 2-y, -1-2) = a(2,-1,1)
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1-x=2t = x:1+2t\l
2-y=-t = y=t-2 f olur

lz=t = z=t-1

Bu durumda

AX = (1+2t-8, ¢-2-12  ¢144) = (2¢-3, ¢-22 .1
5 5 5 57 57 5
XB = (2t, -, t)

AX.XB = 2t( 2t—%) +(t-%) (-t) + t(t—%)

St 422 4 1)

_ ¢t/
t{ 4t . o

|

-6
5
= t(4t- 3)

olur.

AX.XB =0 = t=0 yada t%

(0,0,0) vektorii her vektore dik oldugundan t=0 akarsilik gelen ¢6ziim apagiktir.

t =i aranilan ¢6ztimdiir. O halde

22

, 3
5 4

E(:(z. ;

7

U1 W

1) (18, B, 1
5 20 20 20

NI
NI

olur.
AX.AB :E(l-ﬁ) =L3(2-Q) +£(-1 +i)
20 5 20 5 20 5

- 81
100

olur.

A 3 A -

AB =4/ 9 + 4 1 _

ve E(E =‘E(‘ ‘E‘ cogt

=81 =Lm 5774 coso.
100 100
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< Co®L = 81 =81 1
V14 V5774 2 V20209
elde edilir.

Ayrica bu 6rnekle bir dogrunun bir diizlem tizerine dik izdtistimiintin nasil bulu-
nacagimni da gérmiis olduk.

Benzer yolla iki diizlem arasindaki agida tanimlanabilir.

m ve mp iki diizlem ve A bu iki diizlemin arakesit noktalarindan birisi, x
diizlemlerin birisi (6rnegin m; ) tizerinde bir nokta ve TY vektori de ﬁ vek-
tortintin m, diizlemine dik izdiisiimi olsun. Bu durumda m; ve m, arasindaki
agl AX ve AY vektorleri arasindaki agitya denir. Bunun da detaylar: dogru
ile dtizlem arasindaki agiyla ayni sekilde 6ncelenebilir. Bunu da size birakiyoruz.

Bununla birlikte iki diizlem arasindaki aginin bu diizlemlerin normalleri arasinda-

ki agiya esit oldugunu da gosteriniz.

Dzet

Bu boliimde diizlem igin gelistirdigimiz analitik geometri modelinin bir benzerini ii¢ bo-
yutlu uzay icin gelistirdik. Fakat bu modelin Oklid aksiyomlarini sagladigini kesin bir ge-
kilde gostermedik. Bunu siz de fazla zorlanmadan gosterebilirsiniz. Bu modelde dogrulara
ilave olarak diizlem olarak adlandirilan yeni nesneler tanimlaytp bu nesnelerin biribirlerine
gore olan durumlarimi ssmflandirdik.
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Degerlendirme Sorulari

1.

A=(231) ve B=(1,-2,0) noktalarindan gecen dogrunun denklemini

yazimiz.

y+2

A x-1= =z

B.(A+2,22+3,A), AER

Q1

Dmx+a@§%x), AER

E. 2(x-1) = -2(y-3) = z

A =(1,-1, 3) noktasindan gegen v = (1, 0, 1) vektdrii dogrultusundaki dog-
runun denklemi nedir?

x-1=2z-3

+M0NN

y=-1, x-1=2z-3

x=1 y+1=2z-3

z=0, x+y=0

MmO N ® R

2y +z+4=0 diizleminin normalini bulunuz.
-2, 4)

2,1/2)

X -
A.
B.
C.
D.
E. (1/2,-2,1)

1,
(-1,
(1/2 -1,1/2)
1,
(

A=(1,0,1, B=(1-1), C=(1,10) noktalarindan gegen diizlem
denklemini yaziniz.

A x+y-z=0

x+y+z=0

x-y+z=0

x-y-z=0

y=0

moNw

x-1 _ 1. y =2-= I ve 2(x-1) =2~ L _z-1 dogrularmin ara kesiti

nedir?

A. (0,1,1)

B. (1,0,1)

C. (1,1,0)

D. 1,1,1)
(

E. (1,1,-1)
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6. 2x-4y+z=0 ve x-y=3z-1=0 diizlemlerinin arakesiti nedir?

A. (7&/ 1+5M , 2(2—7\.))
11 11
B. (A, 20 +3, 4-))
C (x, _1+5x,2-x)
11 11
D. (2x 1+5h 2(2-x))
11

E. (A, 1+5, -22-1)

7. x-1=1-y =% ve x=1,y-1=2(z-1) dogrular: arasindaki acty:

bulunuz.
AT

(o)}

B.

R w@A s A

=
a

8. x-z=0 ve y+z=0 diizlemleri arasindaki agty1 bulunuz.

A =
4
B. &
3
C.
2
D. 5
6
E. 21
3

9. (1,0,1) noktasindan gecenve n = (0,1,-1) vektdriine dik olan diizlen
denklemini bulunuz.

A y-z+1=0
B. y-z=1

C. x+y-z=0
D. 2x+y-z=0
E. x+y-z=1
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10. Asagidaki ifadelerden hangileri dogrudur?

a) Xx+y-2z =5 birdiizlem denklemidir.

Xty _

b) = 3 bir diizlem denklemidir.

0
~
X

L_ yé L Zé_Ll = 7 bir dogru denklemidir

mOOw e

Degerlendirme Sorularinin Yanitlari
1.A 2.C 3. C 4.D 5.D 6. A 7.D 8.E

9.A
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